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INSTRUCTIONS POUR LA LECTURE DE LA CORRECTION

@ Essayez de résoudre par vous-méme avant de consulter la correction ;

Q Lisez chaque étape attentivement et comprenez la logique du raisonnement ;
o & Notez les méthodes utilisées pour les réutiliser ;

< Refaites les exercices sur votre brouillon.

ISMAIL AIROU
LYCEE QUALIFIANT

SIDI AMER OUHALI
AGHBALA

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux et répartis suivant les domaines comme
suit :

Exercice 1 Analyse 10 points
Exercice 2 Nombres complexes 3.5 points
Exercice 3 Arithmétiques et probabilités 3 points
Probleme Structures algébriques 3.5 points
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Exercice : 1 (10pts)

Partie I :

1) a) Montrons que (Ve € R) : 14z < €”.
Considérons la fonction h définie sur R par : h(z) = e® — (1 + x).

La fonction h est dérivable sur R (somme de deux fonctions dérivables) et on a :

(Vz € R) : K (z) = (6“3), —(1+z) =€"—1.

D’ou :
x —00 0 4+ o0
W (2) - 0 +
. \ /
0

Donc h est strictement décroissante sur | — 0o ; 0] et strictement croissante sur [0 ; +o0o[.

Par conséquent h(0) = 0 est la valeur minimale de h sur RR.

On en déduit que (V& € R) : 0 < h(x), et par suite : [ (Ve eR) : 1+ < e"”.]

2
b) Déduisons que (Vx € [0;+o0[) : acz +1+x<e”

Soit & € [0; +oo[. D’aprés la question 1.a) ona: (Vt € [052]) : 1+t < e’

Les fonctions ¢ — 1 + ¢ et ¢ — e? sont continues sur R, en particulier sur [0;x].
xr X

Comme 0 < z, on a alors : /0 (1+1t)dt < /0 el dt.

Puisque

/Ow(l+t)dt: [t+t221::;c+wz ot /Owetdt: €] = et —1.

x2 x2
Donc :v—l—?gem—l,d’oﬁ: (Vz € [0;+00]) : ?-l—l-l—wge“’.

T
Pour tout & € [0; 400, on pose I(x) = / te™? c%t.
0
x
2) a) Soit € [0; +oo[. Montrons que I(z) < -

Ona (Vt € [0;2]) : —t <0, donce® <1.

Comme aussi (V¢ € [0;2]) : 0 <t onen déduit : (Vt € [052]) : te™t < ¢.

Les fonctions ¢t +— te™* et t +— t sont continues sur R, en particulier sur [0;x] et

- -
puisque 0 < x, alors / te tdt < / t dt.
0 0
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x t2 z wz $2
Or/ tdt = [1 =% dou:| I(x) < =
0 2] 2

2
b) Montrons que I(x) = —xze™® —e™* + 1 pour tout € [0;+oo[.
u(t) =t u'(t) =1
Posons =
v'(t) =e ! v(t) = —et

Par intégration par parties :

I(z) = /Ow te~tdt = [—te™!]’ +/0w et dt

= —zxze ¥+ [—e_tK = —zxe " —e T+ 1.

D’ou : [ (Vz € [05+00]) : I(x) = —xe™®—e "+ 1.]

: . o e’ —x—1
Soit g la fonction définie sur |0 ; +oof par : g(x) = 5
x
) 1 e”
3) a) Soit x €]0;+o0c[. Montrons que 2 <g(z) < -
22
D’apres 1.b) on a > <ef—x—1 (%)
22
D’apres 2.a) et 2.b)ona: —xe * —e ¥ +1 < o
22
En multipliant par €* > 0, on obtient €* —x —1 < > e”  (xx)
x? x?
D’aprés (x) et (*x), on trouve : o <e*—zx—-1< o e”

. 1 e’ 1
b) Ona lim — = —et lim — = —.
z—0t 2 2 x—0t 2 2
D’aprés le théoréme des gendarmes : | lim g(x) = —.
z—07t 2

Partie II :

T 1
Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par: f(z) = —————siz >0 et f(0) = Y
er —e~

—
Soit (C') sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 4, j ).
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0.5 | 1) Calcul de mgr_il_qoo f(x).
x 1
On a, pour tout > 0, f(x) = = — —.
et —e 7" e e
x x

0.25

0.25

0.25

et e * et e %
Or lim — = +ocoet lim = 0, donc lim ( — ) = +o0.

r——+oo r—+oco r——+00 €T €T

Dou| lim f(xz)=0.

Tr— 400

Interprétation : la droite d’équation y = 0 (axe des abscisses) est une asymptote horizontale

a (C) au voisinage de +o0.

2) Montrons que f est continue a droite en 0.

Pour tout & > 0 - £(x) T x e’ 1 2x .
our tout x f(x) = = =—-—-€e".
et —e T e2r_1 2 e2r_—1
e -1 .oet—1 .
En posant t = 2x, ona lim —— = lim =1,et lim e* = 1.

z—0t 2x t—0+ t z—0t

Donc lim f(z) = = x1x1 =~ = £(0)
one e T Ty 2 '

D’ou [ f est continue a droite en 0. ]

3) a) Soit x €]0;4o0[. Montrons que

f(z) —5(0) _ e f(a) <e2$ — 2ze® — 1>.

2x2
On a:
f@)—f0) _( = 1)1
T et —e 7 2/ x
B €T 1 et —e T\ 1
et —e % 2x x
20 —e* + e *
= f(x
F@) (2
2x x
et — 2xe* — 1
= —e "f(x .
f@) (S
) e3r — 2xe® — 1 e —1
b) Soit  €]0; 4+oo[. Montrons que o2 = 2g(2x) —
x
Ona:
e?® — 2xe® — 1 B e?® —2x — 14 2x — 2xe®
2x2 o 2x2
e —2x—1 2x(e”—1)
o 2x2 212
. e —2r—1 e’ —1
N (2x)2 x
et —1

= 2g(2z) —
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Déduisons que f est dérivable a droite en 0 et que f;(0) = 0.

D’aprés 3.a) et 3.b), pour tout € ]0; 400 :

f(x) — f(0) e e’ —1
=Lt = —e Tf(x) [2g9(2x) — .
x—0 x
1 B et —1
Or lim f(x) ==, lim —e™® = -1, lim =1.
r—0+ 2 r—0+ r—0+ T
1

Et tt =2x, li 2z) = li t) =
en posan T zfﬁhg( x) t_lglJrg( )
— f(0
bone 1t 7@ =70) _
z—07+ x—0

Dot | f est dérivable & droite en 0 et f7(0) = 0. ‘

5.
1 1
—1xXx-X[2Xx—-—1]=0€eR.
2 2

xr
Pour tout € [0; +oo[, on pose J(x) = / te! dt.
0

Soit & € [0;4o00o[. Montrons que 0 < I(z) < J(x).

Ona (Vt€[0;2]) : —t <t donce® <e.

Comme aussi (Vt € [0;2]) : 0 <t onaalors: (Vt € [052]) : 0<te? < tel.
Les fonctions t — te™ ! et t — te’ sont continues sur R, en particulier sur [0 ;x],

xr xr
et puisque 0 < zx, alors 0 < / te tdt < / tet dt.
0 0

Dot : [0 < I(z) < J(a). |

Montrons que J(x) = (x — 1)e® + 1 pour tout € [0; +ool.

u(t) =t u'(t) =1
Posons =

v/ (t) = e v(t) = €'
Par intégration par parties :
xr xr
J(x) = / te! dt = {tetr —/ et dt
0 0 0

:a:ew—{etﬁzmew—ew+1:(m—l)ew-l—l.

D’ou : [ (Vz € [05+00]) : J(z) = (z—1)e” + 1.
I(z) — J(z)
(em _ e—m)Z :

sont dérivables sur IR, en particulier sur

Montrons que (Vx €]0;+o0]) : f/(z) =

Les fonctions € — x et € — e* —e™ *

]0; 4+o00o[. De plus (V& €]0;4+00[) : e —e™® # 0.
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Donc f est dérivable sur |05 4oo[ et on a :

T __ e—:l:) _ w(em + e—a:)

(ew _ e—x)2

/
x e
(Vz €]05+00]) : f'(z) = <m _w> ¢
et —e
D’autre part, d’apres 2.b) et 4.b) :

I(zx) —J(x) = (—me_“C —e T4 1) — ((:v —1)e* + 1)

=—ze ¥—eP—ze"t+e"=(e"—e ") —x(e”+e7 7).

I(z) — J(x)

Dot :| (Vx €]0;+00[) : f(z) = (@ —eo)2

d) Sens de variation de f sur [0; 4oo].
D’aprés 4.c) et 4.a), on a (V& €]0;4+00[) : I(x) —J(x) < 0et (e —e )% > 0.
Donc f'(x) < 0 sur J0; 4o0f, alors f est décroissante sur ]0 ; +ool.

Pour tout & €]0; +oo] :
_ [Tt Tt [T —t _ Lt
I(:c)—J(:v)—/Ote dt—/ote dt—/ot(e —e)dt.

Comme, pour tout t €]0;x],onat > 0 et e t<et (car —t < t et la fonction t — et

est strictement croissante sur R), donc : ¢ (e_t — et) < 0.

La fonction t — t(e™* — ') étant continue et strictement négative sur ]0; ], on en
déduit que : /Ow t (e_t — et) dt <0, Cclest-a-dire I(x)—J(x) <DO.

Donc f/(x) < 0 sur ]0; +ool, alors f est strictement décroissante sur |0 ; 4+oo[.

De plus f est continue a droite en O.

D’ou : [ f est strictement décroissante sur [0 ; +oo]. ]

5) Bijection de f.

La fonction f est continue sur [0;+oo[ et strictement décroissante sur [0; +oo[, donc f

réalise une bijection de [0; +oo[ vers l'intervalle :

7= 1(105+00]) = | 1im_f(e)s 10)] = Jos 3

1
D’ou : | f réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers 10; 5] .
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0.5 | 6) a) Montrons que I'équation f(x) = = admet une unique solution a a déterminer dans
[05 +-o0].

1
e Pourz =0: f(0) = 5 # 0, donc 0 n’est pas solution.

e Pour x €]0;4o00[, on a :

fleg) = — ——— ==

1—e"+e*=0 (car & # 0)

2
(em) —e*—1=0 (en multipliant par e® > 0)

<
<
<
1\? 5
= [o-1) =
4
1 5 1
<:>e$_2:\g_ (carem—z>0puisquew>0:>em>1>
. 1++5
> 66 = ——
2
(1+\/5)
< x =1In T .

1++5

1 5
Comme 5 > 1, onaln (+2\/_

) > 0, donc cette solution appartient bien a

]0; +ool.

D’ou I'équation f(x) = x admet une unique solution dans [0 ; 400 :

a=1In (M)

2

- —
0.5 b) Représentation graphique de (C) et (C”) dans (O, 7, 7).
1
On a f(0) = 5 ¢t r;(0) =o.
1
Donc (C) admet une demi-tangente horizontale au point A <0 ; 2).

Par symétrie par rapport a la premiére bissectrice (A) : y = x, (C’) admet une demi-
1
tangente verticale au point A’ <2 ; 0).

On admet que P(xo; f(xo)) avec g =~ 1,6 et f(xg) ~ 0,3 est un point d’inflexion

de (C); son symétrique P’(0,3;1,6) est un point d’inflexion de (C”).
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On consideére la suite numérique (y, )n>0 définie par : ug = 0 et (Vn € IN)
1
7) a) Montrons par récurrence que (Vn € N) : 0 < up, <

5.
1
e Porn=0:4u9p=0,donc0 <ug < —-. vV

e Supposons que 0 < u, < > pour un entier n € IN fixé.
1
Montrons que 0 < up41 < —.
Comme f est strictement décroissante sur [0 ; +oo[, alors :

1 1 1/2
Or f(0) = Eet f<2> =

1

iz otz > O dme 0 S unp s ooV
N . o ) .
D’otu, d’apres le principe de récurrence : | (Vn € N) ;5 0 < uy < .

1
b) En admettant que (Vz €]0;400[) 5 —= < f'(x) < 0.
1
Montrons que (Vi € N) : |upt1 — o < = |up — af

1 1
Ona (Vx €]0;4+00]) ; —5 <fl(z) <0< P

Donc (Vz €]0;400[) : |f/'(x)] < ;

P Un+41 = f(un)

Jowtoal|
(E,...A) )L?) (u) E) (T) 3\,'.,@1;_)\ (i}U\ dad - Ol,.qala.)‘ : 33le - | @prof_maths_ x 8
22
Y,
y==x
3 T ,
(e
2 .
Pl(0,3 ;1,6)
1 4
A055)4—
2 . ‘a P(1,6;0,3) (©)
o A’(350) 1 2 3 x
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1
Comme f est dérivable sur |03 +oo[ et (Vz €]0;+00]) : |f/(x)] < >

D’apres le TAF :
1
(¥(a,b) €]05+00%) ; |f(b) = f(a)] < S |b—al.
Comme & €]0; 400 et up, € [0;+o00[ pour tout n € N, on a :

1
£ (un) = £(@)] < 5 Jun — al.

Puisque f(a) = acet f(up) = upt1.

Dot : | |lup+1 — a| < 2 |lup, — .

1 n
Montrons par récurrence que (Vn € N) : |u, —a| < <> :

2
1 5
. Pourn:0:|u0—a|:a:1n( +2\/_).
1 5 1 5
ona;Jrz‘/_geznn( +2‘/_) < In(e).

1\° 1\°
Comme In(e) =1 = <2> , alors a0 < <2> v
1 n
« Supposons que |u, — a| < <2> pour un entier n € IN fixé.

« Montrons que |up4+1 — a| < <2>

\ 1 1 [1\"
D’apres 7.b), on a : |[upy1 — a| < §|un —al < 2 X 2]

Alors |up41 — af < <2> .V

D’oﬁ:[(‘v’nE]N)  fun — o] < (%)n]

1 n
D’apres la question 7.c),ona: 0 < |u, — a| < <2> :

1\" 1
Comme lim () =0 (car —1 < > < 1). On a par le théoreme des gendarmes :

n—-+oo \ 2

li —al =0.
w P 1n €

D’ou la suite (uy) est convergente et : | lim w, = a.]
n——+oo
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0.25 | 2) a)

0.5 b)

Partie III :
2z
On consideére la fonction F' définie sur [0; +oof par : F(x) = / f(t)dt.

Soit & € [0;4oo[. Montrons que 0 < F(x) < zf(x). ‘

Soit @ € [0; 4ool.

Pour tout t € [x;2x] :onax < t.

Comme f est strictement décroissante sur [0; oo, f(¢t) < f(x).
De plus, d’apres le graphique de f ona : 0 < f(t) sur [0; +oo].
Done 0 < f(t) < f(=).

En passant a U'intégrale (x < 2x) :

/:detS/zwf(t)dtg/;wf(:c)dt — 0< F(z) < f(z)(2z — z).

T

Dot : [ (Ve € [0;400]) : 0< F(z) < zf(). |

En déduisons lim F(x).
——+00

2 1
Ona lim zf(x) = lim ~ — lim
T—-+4o00 r—+oo e — e~ % x—+oo e¥ e T
x2 a2
xr —X 1
Comme lim — = +ooet lim = lim =0
x—+oo 2 x—+oo 2 x—+oo p2e®
Donc lim xf(x) =0
r— 400 f( )
D’apres le théoréme des gendarmes : | lim F(x) = 0.
T——+00

Interprétation graphique : la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a

la courbe (CF) au voisinage de +oo.

Montrons que F est dérivable sur [0 ; 4oo.

La fonction f est continue sur [0; 4o00[; soit G une primitive de f sur [0 ; 4ool.
Pour tout @ € [0; +oo[ : F(x) = G(2z) — G(x).

La fonction & + 2x est dérivable sur [0; +oo[, G est dérivable sur [0;4oo], et

2z € [0;+4o0[, donc & — G(2x) est dérivable sur [0 ; +oo[ (composée).

Par suite : | F est dérivable sur [0; +oo.

e_sz)l (2™ —4e® +1).

D’aprés 2.a), pour tout € [0;4oo[: F(x) = G(2z) — G(x).

Montrons que (V& € [0;+oo[) : F'(x) =

Donc pour tout € [0;+oo[ : F/(x) = 2f(2z) — f(x).
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e Pourx =0:

Ona  F/(0) = 27(0) — £(0) = $(0) = , :
—f(0) —1/2 1

et 60+1(1—4+1) = x(=) =5

e Pourxz > 0:

Ona F'(z) =2f(2z) — f(z)

9 2x x
=4aX e2r _ o—2x - et — e~

. — 1 4
- em - e—m em + e—w

— —f(a) (1 te )

e 41
B e?* + 1 — 4e”
_ —f(=)

(e** — 4e™ +1)

—f (=)
e?r 41

e 41

Dou:| (Vo € [0;400]) : F'(z) =

(e% —4e” + 1).

¢) Montrons que F(ln(2 + \/§)) est un extremum de F' sur [0; 4oof.

On a F est dérivable sur [0;4oo[, donc il suffit de montrer que F’ s’annule en

In(2 + \/5) en changeant de signe.

—f@)
e2r 1 —

Soit & € [0;+oo[. On a f(x) > 0 ct €2® +1 > 0, alors
Donc le signe de F’(x) est le signe opposé de €** — 4e® + 1.
Onae®® —4e® +1 = (ew—2>2—3= (em—(2—i—\/§))(em—(2—\/§)>.
Donc e?* —4e*+1=0 < e* =243 ou e =2—-+3
< z=In(2+V3) ou z =In(2-+3)
Posons 8 = In(2 + v/3) et v = In(2 — V3).
Comme 0 < 2—4/3 < 1,0ona~ < 0, donc pour tout > 0:e* >1>2—+/3.
Alors €® — (2 —v/3) > 0. Ainsi le signe de e2* — 4€® + 1 est celui de e — (2 + V/3).

x 0 In(2 + V3) +o0o
e’ — (2 + V/3) - 0 +
F'(x) + 0 —

F’ sannule en In(2 4+ v/3) en changeant de signe, alors :

[ F(ln(2 + \/§)> est un extremum de F sur [0 ; 4o00].



https://www.facebook.com/profile.php?id=61585739770875
https://www.instagram.com/prof_maths_x/

= 2026 3l 8001 - Ly SN o1 (31 Olia V) e Inial|

MATHS XYZ (E,...A) )L?-) (u) E) (T) Lol (i}U\ dad - Olsl ) e 35k - | @prof maths_ x 12

22

0.25

0.25

0.25

[Exercice : 2 (3.5pts)

Soit le nombre complexe m = V2 €% avec 8 € R\ {kn/k € Z}.
Partie I :
On considere dans C 'équation (Ep,) : m2z2 — 2z +m = 0.

m(1—1)

1) Sachant que z3 = est solution de (Ey,), déduisons z3.

D’apres les relations entre les coefficients et les racines :
—2 2 2m

nntzm=—-—"=_—-=—".
m m mm
Puisque mim = |m|? = 2, alors z; 4+ 2o = m.
m(1 — 1) m(2— (1—i)> . m(1+ 1)
Donc z9 = m —z1 = m — 2 = 2 .D’ou : zzzT.

2) Ecrivons z1 sous forme exponentielle.

m(1 — )
2

ei@
_ Y2y

2

(2 2
:eza Z_Z;
2 2

_ it (cos(:r) + z'sin(j))

Ona z1 =

. -
— e x et 1

= ei(e_%),

Dou:| z1 = ei(e_%).

Partie IT :

Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7), on considere les points
A, B, M, My, My d’affixes respectives a = 1, b = —1, m, z1 et z2.

Soit R la rotation de centre O et d’angle E
1) Montrons que R(M7) = Ma.

m(1 — 1) _ m(i — i?) _ m(1 + 1) _
= = = ZM,-

Ona €2 (zpy, — 2 zZo =121 = 1-
(zny 0) + zo 1 2 2 2

C’est-a-dire : [R(Ml) = M,. ]
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0.5 | 2) a) Montrons que (M M) L (OM;) et (M M) L (OMy).

0.25

0.25

0.5

Comme m # 0, on a zpr, 7 0et zp, # 0, donc My # O et Mz % O. On a :

o —em . P _m om(l—d) —2m —1—4  (=1—4)(1414)
2N, — 20 m(1=i) T o om(—-3)  1—i  (1—13)(1414)
—24
= — = —
2
Done ML EM  iR* qon [(MMy) L (OMy).
ZMI—ZO
De méme :
vy —am PO 14 (—149)(1—d) 2
— , = — = . — = — =1 € 1R".
ZM, — 20 w 141 (141391 —19) 2

Dot [ (MM;) L (OMs).

b) Vérifions que OMy = OMa = 1.
D’apres Partie 1.2) : OM; = |z1| =

ei(e—ﬂ'/él) ’ — 1

Comme R est une rotation et R(M1) = Mz :ona OM2 = OM; = 1.

Dot : [ OM; = OM; = 1. |

¢) Nature du quadrilatere O My M M.

ZM, — Z ZM, — Z
D’apres la question 2.a), on a M T AM —1 et CMy T M 2.
,Z]\/_r1 Z]\/[2
Donc MM1 == |2:]\41 — ZMl == | — ilel = |ZM1| == OMl.
et MMy = |Z]\42 —le = |iZM2| = |ZM2| = OM,

Comme OMl = 0M2 = ]_, alors OMl == 0M2 == MM1 == MM2 =1.

Donc OM1 M M est un losange.

ﬁ iy
De plus, on a R(Mj) = My donc (OMl ,OMz) =3 [27]
D’ou :[ O M7 M M est un carré. ]
: - _ Tt i) »
3) Soit le point H(h) tel que h = ——— e . Pour tout nombre complexe z, on désigne

v/25sin 8
par Re(z) la partie réelle de z.

a) Montrons que Re(m — h) = 0 et Re(1 — hm) = 0.
Onam =+v2e? = +v2cos0 +iv2sinh, donc Re(m) = v2cos 6.
D’autre part :

_ T ey 1

_\/ﬁsine v/2sin @

ei(za—g),
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Donc

0.25

0.5

Re(h) = = v2cos 0 = Re(m).

71') __sin(20)  2sinfcos@

1
———cos(20 — — | = =
v/2sin 0 ( 2 \/2sin 0 v/2sin 0

Comme Re(m — h) = Re(m) — Re(h),on a: | Re(m — h) = 0. ]

e Calculons hm :

hm = \/f_sizna et (20) » /2710 = 51_r1710 etf
_ —i(cos 0 + isin 0)
o sin 6
__sin 0 —12cosb
o sin 6
=1—1icoth.

Donc 1 — hm = i cot 0, alors :[ Re(1 — hm) = 0.

a—h
b) Montrons que Re( ) =0

m-+1
On a :
—h 1—~h 1—h 1 1
a — _( Jm+1) _ (M +1— him — h).
m+1 m+1 |m + 1|2 |m + 1|2
Or ———— € R, il suffit donc de montrer Re(m-l- 1 —hm—h) =0.
|m + 1|2

Ona Re(m + 1 — i — h) = Re(m) + Re(1 — him) — Re(h)
= Re(m) + 0 — Re(h) (car Re(m) = Re(m))

= 0.

a—h
D’ou : Re( >=0.
m+1

¢) Déduisons que (M H) L (AB) et (AH) L (MB).

ZM — 2 m—h m—h
« (MH) L (AB) :ona M2 — —
zZA — 2B 1—(-1) 2
ZM — 2
D’apres la question 3.a), on a Re(m — h) = 0, donc Re(MH> =0.
ZA — ZB
ZM — 2
Crest-d-dire 11 € 4R,
ZA — ZB

Dot : [ (MH) L (AB).



https://www.facebook.com/profile.php?id=61585739770875
https://www.instagram.com/prof_maths_x/

= 2026 3l 8001 - Ly SN o1 (31 Olia V) e Anidll
MATHS XYZ (E,,.A) )L?-) (u) E) (T) Lol (i}w\ dad - Olsl ) e 35k - | @prof maths_ x 15
22
— 1—nh —h
« (AH) L (MB) :ona A" H _ 4"
ZM — ZB m-+1 m-+1
. . a—h ZA—ZH _ ..
D’apres la question3.b), on a Re = 0, donc — € 1R™.
m-+1 ZM — ZB
Dot : ( (AH) L (MB).
h — 1
0.25 | 4) a) Montrons que 2 —(1 — cot 9).
zZ92 — 21 2
m(l+i) m(l-—42) m-2i _
Onazg—21 = — = = mai.
2 2 2
En multipliant le numérateur et le dénominateur par 7, et en utilisant mm = |m|? =

2:

h—z  h—m020 (=m0 gy ImP(1=) _ hm—(1—i)

zZ2 — 21 mi mi X m - lm|2 4 2%

D’apres la question3.a), on a 1 — hm = i cot 8, donc him = 1 — i cot 0, et

hm—(1—-4) (1—icotf) —1+4i i(l—cotf) 1—cot

21 21 21 2
h—=z 1
D’ou : LR —(1 —cot0).
zZ92 — 21 2
0.25 b) Déduisons que les points H, Mj et My sont alignés.
ZH — 2 h—=z 1
Ona 2 =M ! = —(1 — cot ).
ZMy — ZM, Zo — 21 2

1
Puisque 5(1 —cot 0) € R, donc [ les points H, M- et M sont alignés. ]

[ Exercice : 3 (3pts)

Partie I :

A. On considere dans Z? I'équation (F) : 5u — 9v = 1.
0.25 | 1) Donnons une solution particuliére (ug ,vo) dans IN2 de (F).

Onabx2—-—9%x1=10—9 =1, donc

[ (uo,v0) = (2,1) est une solution particuliere de(F').

0.25 | 2) Déterminons 'ensemble SF des solutions de (F').
Comme 5 A 9 = 1, I'équation (F) admet des solutions dans Z2.
(F) : 5Bu—9v =1 <= 5u—9v=5%x2-9x1

— 5(u—2)=9(v—1)
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0.25

0.5

0.25

0.25

(F) : 5u—9v =1 <= 9|5(u—2) et 5(u—2) =9(v—1)
<~ 9| (u—2)(car 5A9=1) et 5(u—2) =9(v—1)
< Jk€eZlu—2=9k et 5x9% =9(v—1)

<— dkeZ/lu=2+9k et v =1+ 5k

D’oﬁ[SF:{(2+9k;1—|—5k)/k€Z}.]

3) Vérifions que 5“° = 6 [19], c’est-a-dire 5% = 6 [19].

Ona 52 =25 =1 x 19+ 6, donc | 52 = 6 [19]. |

B. On considére dans Z I'équation (E) : x2°2¢ = 5 [19]. Soit 2 une solution de (E).

1) a) Montrons que  A19 = 1 et 2'® =1 [19].
Comme 19 est un nombre premier, donc x A 19 = 1 ou x A 19 = 19.
Supposons & A 19 = 19, c’est-a-dire 19 | x.
Alors & = 0 [19], donc 22926 = 0 [19].
Or 22926 = 5 [19], donc 5 = 0 [19].

C’est-a-dire 19 | 5 : contradiction.

Dou(zA19 =1.)

Comme 19 est un nombre premier et & A 19 = 1, alors d’apres le petit théoreme de

Fermat : 21271 =1 [19].

Dou : [ «!® = 1 [19]. |

b) Montrons que z'® = 5 [19].
On a 2026 = 18 X 112 + 10, donc x2026 = (:cls)m x 10,
D’aprés la question 1.a), on a x'® = 1 [19], alors (m18)112 = 1 [19], et par suite
<w18>112 x !0 = 210 [19].

Donc 22926 = 510 [19].

Comme x292¢ = 5 [19], donc | 2'® = 5 [19].

¢) Montrons que 2 = 6 [19].
On a z'° = 5 [19], donc (mlo)z = 52 [19].
Cest-a-dire 220 = 52[19], alors 220 = 6[19] (d’aprés A.3) 52 = 6[19] ).

Or 220 = 218 x 22 et '® = 1 [19], donc 2?° = =2 [19].

D’ou : [m2 = [19].]
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0.25 d) Montrons que x = 5 [19] ou ¢ = —5 [19].

D’apreés la question 1.c), on a &2 = 6 [19], et d’apreés la question A.3), on a 52 = 6 [19].
Donc 2 = 5% [19] = 2> =52 =0 [19] = 19 | (z — 5) (= + 5).
Comme 19 est un nombre premier, 19 | € — 5 ou 19 |  + 5.

Doncx —5=0[19] oux + 5 = 0 [19]

Dou:|x=5([19] ou x= -5 [19].

0.5 | 2) Montrons que si x = 5 [19] ou & = —5 [19], alors x est solution de (E).
Supposons & = 5 [19] ou ¢ = —5 [19].
Comme 2026 est pair, alors 20?6 = 52026 [19].

112
On a 520%6 = (518)7" x 510,

Comme 19 est un nombre premier et 5 A 19 = 1, en appliquant le petit théoréme de Fermat :

518 =1 [19]. Donc 5%°%¢ = 519 [19].

Puisque 50 = (52)5 et 52 = 6 [19], alors 5'° = 6° [19].

Donc 22926 = 6° [19].

Ona6?=36=2x19—2.

Donc 62 = —2 [19] = 6* = 4 [19] = 6° = 24 [19] = 6° = 5 [19].
Alors 22926 = 5 [19].

D’ot @ est solution de (E).

Partie IT :
Une urne contient 100 boules numérotées de 1 a 100. On tire une boule au hasard.

Soit V' : «le numéro tiré est solution de (E) ».

0.25 | 1) Montrons que P(V) = 0,11.
Déterminons le nombre de solutions de (E) comprises entre 1 et 100.
D’apres les questions 1-d) et 2 de la partie I, on a :
x solution de (E) <= x =5 [19] ouxz = —5 [19]
< JkecZlx=5+19%oudk € Z/x = —5-+ 19k’

—4 95
Ona1§5—|—19k§100=>1—9§k§E=>k:€{0;1;2;3;4;5}

, 6 , 105 .
et 1< =5+ 19K <100 = - <K' <~ ==K € {1;23;4;5}
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Donc

exz=5[19]etl1 <z <100 = x € {5; 24; 43; 62; 81; 100} (6 valeurs).
ex=-5[19]etl1 <z <100 = x € {14; 33; 52; T1; 90} (5 valeurs).
Alors V = {5,14,24,33,43,52,62,71,81,90, 100}.

Donc card(V') = 11.

On est dans une situation d’équiprobabilité avec card(Q) = 100, d’ou :

card(V) 1

P(V) = card(Q)) 100

= 0,11.

0.25 | 2) Soit n € IN*. Déterminons la plus petite valeur de n.
On effectue n tirages successifs avec remise de la boule dans I'urne, c’est une répétition de
I’épreuve "tirage d’une boule de I'urne” n fois.
Alors, c’est une expérience de Bernoulli de parameétres n et p = P(V) = 0,11.
Soit A : « V se réalise au moins une fois ». Alors A : « V ne se réalise jamais ».
PA)=C?p’ (1-p)" =(0,89)", donc P(A)=1-—(0,89)".

Ona: P(A) > 0,95 < 1— (0,89)" > 0,95

< (0,89)" < 0,05

<= nlIn(0,89) < In(0,05).
Comme 1n(0,89) < 0, on inverse l'inégalité :

In(0,05

> ln§0:89; ~ 25,72.
La plus petite valeur entiere de m vérifiant cette inégalité est : [ Nmin = 26. ]
Exercice : 4 (3.5pts)
0.5 | 1) Soit (x,y) € R% Montrons que M (x) x M(y) = M (z + y).

1 0 0 1 0 0
OnaM(a;)xM(y)z 2 1—=x x X y2 11—y Y
2 4+2x —x =x+1 v’ +2y -y y+1
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0.5

0.25

1x14+0xy?40x (y?+2y)
22x14+(1—2)xy?+xx (y?+2y) 22x0+(1—z)x (1—y)+zx(—y) 22x0+(1—z)xy+zx(y+1)

(@ +2z) x1-zxy’+(2+1) x (¥ +2y) (@®+22) x0—2zx (1-y)+ (z+1) x (-y) (@*+22)x0—zxy+(z+1) x (y+1)

= m2+y2—wy2+wy2+2my 0O4+1—y—z+xzy —xy O4+y—zy+zy+=

2+ 2z —zy’ +ay’ +2zy+y*+2y O—-ztzy—zy—-y O—zytay+tzt+y+1

1 0 0

(z +y)* 1—(z4+y) =z+y
(z+y)?+2(z+y) —(z+y) z+y+1
Dioil -
1 0 0
M(x) x M(y) = (z+y)* 1—(z+y) a+y |=M@@+y).
(z+y)?+2z+y) —(z4+y) (z+y)+1

Conclusion : [ (V(z,y) €R?) : M(x) x M(y) = M(z + y)]

On considére lapplication ¢ définie de R vers M3(R) par : (V& € R) : ¢(x) = M (x).
2) a) Montrons que ¢ est un homomorphisme de (R,4) vers (Ms(R), X)

et que p(R) = E.
e Soit (z,y) € R2. D’aprés la question 1), on a :

px+y)=M(z+y) = M(z) x M(y) = p(x) X p(y).

Donc | ¢ est un homomorphisme de (IR, +) vers (Ms(R), X). ]

- Ona @(R) = {p(z)/z € R} = {M(z)/z € R} = E, doi [ p(R) = E. |

b) Déduisons que (E, X) est un groupe commutatif.
On a (R, +) est un groupe commutatif et ¢ est un homomorphisme de (R, +) vers
(M3(R), x).

Donc (cp(]R), ><) est un groupe commutatif, et puisque ¢ (R) = E, on conclut :

(E, X) est un groupe commutatif. ]
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On munit E de la loi de composition interne T' définie par :
(V(z,y) € R?) : M(z)T M(y) = M(2zy)
0.75 | 3) a) Montrons que (E \ {I},T) est un groupe commutatif.
Remarque : On a I = M (0), donc M(x) € E\ {I} <= z # 0.
- Soit (M (), M(y)) € (E\ {I})*.
Alors  # 0 et y # 0, donc 2xy # 0, donc M (2xzy) € E \ {I}.
Puisque M (x) T M (y) = M (2zy)
Alors M () T M (y) € E\ {I}.
Donc T est une loi de composition interne dans E \ {I}.
» Soit (M (z), M(y)) € (E\{I})%.
Ona M(z) T M(y) = M(2zy) = M(2yx) = M(y) T M(z).
Donc T est commutative dans E \ {I}.
- Soit (M (x), M(y), M (2)) € (E\ {I})*
Ona (M(z)TM(y))TM(z) = M(2zy) T M(z) = M(2- (2zy) - 2) = M (4zyz)
et  M(z)T (M(y)TM(z)) = M(z) T M(2yz) = M(2z - (2yz)) = M (4zyz).
Alors (M (z) T M (y)) T M(z) = M(z) T (M (y) T M(z)).
Donc T est associative dans E \ {I}.
« Soit M (x) € E\ {I}.
On a M(w)TM(i) _ M(m x ;) — M(a).

Comme ; # 0,0n a M(;) € E \ {I} est I'élément neutre.
» Soit (M (x), M(y)) € (BE\{I}*
On a:
1 1 1 1
M(x) T M(y) = M() = M (2zy) = M() = 2zy=_-=—=y=— #0.
2 2 2 4x

1
Donc tout élément M (x) de E \ {I} admet pour symétrique M<4> € E\{I}.
x

Conclusion : [ (E\ {I},T) est un groupe commutatif d’élément neutre M (3).

0.5 b) Montrons que (E, X,T') est un corps commutatif.
On a (E, X) est un groupe commutatif et (E \ {I},T) est un groupe commutatif.

Il reste a montrer que T est distributive par rapport a X dans FE.
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Soit (M (z), M (y), M(2)) € E®.
Ona M(z)T (M(y) x M(z)) = M(x)T M(y + 2)
= M(2m(y + z))
= M (2zy + 2x2)
= M (2zy) X M (2zz)
= (M(z) T M(y)) x (M(z) T M(z)).
Donc T est distributive par rapport a X dans E.
Dol [ (E, x,T) est un corps commutatif. ]
Soit & € R. On pose : (M(m))n = M(x) X --- X M(x) avec n € N*.
n fois
0.5 | 4) a) Montrons par récurrence que (Vn € IN*) : (M(a:))n = M (nz).
« Pown =1, (M(z)) = M(z) = M(1-z).
La proposition est vraie pour n = 1.
 Supposons que (M(:B))n = M (nx) pour un entier n € IN* fixé.
Montrons que (M(:c))n+1 =M((n+1)x).
Ona (M(z))"" = (M(x))" x M(z)
= M (nx) X M(x)
= M (nx + x)
= M((n+1)x)
o Par récurrence : | (Vn € N*) : (M(Cl:))n = M (nx).
00 O
0.5 b) Résolvons dans E léquation X3 — X2 =A ot A= |5 1 —1].
3 1 —1
Soit X € E, posons X = M (x) avec € R.
D’aprés la questiond.a) : X2 = M (2z) et X3 = M(3z).
Ona:
0 0O O
X% - X? = (M(2))* = (M(2))* = M(3z) - M(2z) = | 52° -z x
512 +2x —x x
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Donc
0 0O O 00 O
X?-X?’=A 522 —z z|=|51 -1
522 +2x —z =z 31 -1
522 =5
—r =1
S —
r=-1
522 4+ 2x =3
<= x = —1 (qui vérifie bien 52% 4+ 22z = 5 — 2 = 3).
1 0 O
Alors I'unique solution dans Eest X = M(—-1) =] 1 2 -1
-1 1 0

Dot : | Sp = {M(-1)}.
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