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INSTRUCTIONS POUR LA LECTURE DE LA CORRECTION

•  Essayez de résoudre par vous-même avant de consulter la correction ;

•  Lisez chaque étape attentivement et comprenez la logique du raisonnement ;

•  Notez les méthodes utilisées pour les réutiliser ;

•  Refaites les exercices sur votre brouillon.

COMPOSANTES DU SUJET

L’épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux et répartis suivant les domaines comme
suit :

Exercice 1 Analyse 10 points

Exercice 2 Nombres complexes 3.5 points

Exercice 3 Arithmétiques et probabilités 3 points

Problème Structures algébriques 3.5 points
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Exercice : 1 (10pts)
Partie I :

1) a)0.25 Montrons que (∀x ∈ R) : 1 + x ≤ ex.

Considérons la fonction h définie sur R par : h(x) = ex − (1 + x).

La fonction h est dérivable sur R (somme de deux fonctions dérivables) et on a :

(∀x ∈ R) : h′(x) =
(
ex
)′

− (1 + x)′ = ex − 1.

D’où :
x

h′(x)

h

−∞ 0 +∞

− 0 +

00

Donc h est strictement décroissante sur ]− ∞ ; 0] et strictement croissante sur [0 ; +∞[.

Par conséquent h(0) = 0 est la valeur minimale de h sur R.

On en déduit que (∀x ∈ R) : 0 ≤ h(x), et par suite : (∀x ∈ R) : 1 + x ≤ ex.

b)0.25 Déduisons que (∀x ∈ [0 ; +∞[) :
x2

2
+ 1 + x ≤ ex.

Soit x ∈ [0 ; +∞[. D’après la question 1.a) on a : (∀t ∈ [0 ; x]) : 1 + t ≤ et.

Les fonctions t 7→ 1 + t et t 7→ et sont continues sur R, en particulier sur [0 ; x].

Comme 0 ≤ x, on a alors :
∫ x

0
(1 + t) dt ≤

∫ x

0
et dt.

Puisque
∫ x

0
(1 + t) dt =

[
t +

t2

2

]x

0
= x +

x2

2
et

∫ x

0
et dt =

[
et
]x
0
= ex − 1.

Donc x +
x2

2
≤ ex − 1, d’où : (∀x ∈ [0 ; +∞[) :

x2

2
+ 1 + x ≤ ex.

Pour tout x ∈ [0 ; +∞[, on pose I(x) =
∫ x

0
te−t dt.

2) a)0.25 Soit x ∈ [0 ; +∞[. Montrons que I(x) ≤
x2

2
.

On a (∀t ∈ [0 ; x]) : −t ≤ 0, donc e−t ≤ 1.

Comme aussi (∀t ∈ [0 ; x]) : 0 ≤ t, on en déduit : (∀t ∈ [0 ; x]) : te−t ≤ t.

Les fonctions t 7→ te−t et t 7→ t sont continues sur R, en particulier sur [0 ; x] et

puisque 0 ≤ x, alors
∫ x

0
te−t dt ≤

∫ x

0
t dt.
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Or
∫ x

0
t dt =

[
t2

2

]x

0
=

x2

2
, d’où : I(x) ≤

x2

2
.

b)0.5 Montrons que I(x) = −xe−x − e−x + 1 pour tout x ∈ [0 ; +∞[.

Posons


u(t) = t

v′(t) = e−t

⇒


u′(t) = 1

v(t) = −e−t

.

Par intégration par parties :

I(x) =
∫ x

0
te−t dt =

[
−te−t

]x
0
+
∫ x

0
e−t dt

= −xe−x +
[
−e−t

]x
0
= −xe−x − e−x + 1.

D’où : (∀x ∈ [0 ; +∞[) : I(x) = −xe−x − e−x + 1.

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +∞[ par : g(x) =
ex − x − 1

x2 .

3) a)0.5 Soit x ∈ ]0 ; +∞[. Montrons que
1
2

≤ g(x) ≤
ex

2
.

D’après 1.b) on a
x2

2
≤ ex − x − 1 (∗).

D’après 2.a) et 2.b) on a : −xe−x − e−x + 1 ≤
x2

2
.

En multipliant par ex > 0, on obtient ex − x − 1 ≤
x2

2
ex (∗∗).

D’après (∗) et (∗∗), on trouve :
x2

2
≤ ex − x − 1 ≤

x2

2
ex.

En divisant par x2 > 0 :
1
2

≤
ex − x − 1

x2 ≤
ex

2
.

D’où : (∀x ∈ ]0 ; +∞[) :
1
2

≤ g(x) ≤
ex

2
.

b)0.25 On a lim
x→0+

1
2
=

1
2

et lim
x→0+

ex

2
=

1
2
.

D’après le théorème des gendarmes : lim
x→0+

g(x) =
1
2

.

Partie II :

Soit f la fonction définie sur [0 ; +∞[ par : f(x) =
x

ex − e−x
si x > 0 et f(0) =

1
2
.

Soit (C) sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O,
−→
i ,

−→
j ).
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1)0.5 Calcul de lim
x→+∞

f(x).

On a, pour tout x > 0, f(x) =
x

ex − e−x
=

1
ex

x
−

e−x

x

.

Or lim
x→+∞

ex

x
= +∞ et lim

x→+∞

e−x

x
= 0, donc lim

x→+∞

(
ex

x
−

e−x

x

)
= +∞.

D’où lim
x→+∞

f(x) = 0.

Interprétation : la droite d’équation y = 0 (axe des abscisses) est une asymptote horizontale

à (C) au voisinage de +∞.

2)0.25 Montrons que f est continue à droite en 0.

Pour tout x > 0 : f(x) =
x

ex − e−x
=

x ex

e2x − 1
=

1
2

·
2x

e2x − 1
· ex.

En posant t = 2x, on a lim
x→0+

e2x − 1
2x

= lim
t→0+

et − 1
t

= 1, et lim
x→0+

ex = 1.

Donc lim
x→0+

f(x) =
1
2

× 1 × 1 =
1
2
= f(0).

D’où f est continue à droite en 0.
3) a)0.25 Soit x ∈ ]0 ; +∞[. Montrons que

f(x) − f(0)
x

= −e−xf(x)

(
e2x − 2xex − 1

2x2

)
.

On a :
f(x) − f(0)

x
=

(
x

ex − e−x
−

1
2

)
1
x

=
x

ex − e−x

(
1 −

ex − e−x

2x

)
1
x

= f(x)

(
2x − ex + e−x

2x2

)

= −e−xf(x)

(
e2x − 2xex − 1

2x2

)
.

b)0.25 Soit x ∈ ]0 ; +∞[. Montrons que
e2x − 2xex − 1

2x2 = 2g(2x) −
ex − 1

x
.

On a :
e2x − 2xex − 1

2x2 =
e2x − 2x − 1 + 2x − 2xex

2x2

=
e2x − 2x − 1

2x2 −
2x(ex − 1)

2x2

= 2 ·
e2x − 2x − 1

(2x)2 −
ex − 1

x

= 2g(2x) −
ex − 1

x
.
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c)0.25 Déduisons que f est dérivable à droite en 0 et que f ′
d(0) = 0.

D’après 3.a) et 3.b), pour tout x ∈ ]0 ; +∞[ :

f(x) − f(0)
x − 0

= −e−xf(x)

(
2g(2x) −

ex − 1
x

)
.

Or lim
x→0+

f(x) =
1
2
, lim

x→0+
−e−x = −1, lim

x→0+

ex − 1
x

= 1.

Et en posant t = 2x, lim
x→0+

g(2x) = lim
t→0+

g(t) =
1
2
.

Donc lim
x→0+

f(x) − f(0)
x − 0

= −1 ×
1
2

×
(

2 ×
1
2

− 1
)
= 0 ∈ R.

D’où f est dérivable à droite en 0 et f ′
d(0) = 0.

Pour tout x ∈ [0 ; +∞[, on pose J(x) =
∫ x

0
tet dt.

4) a)0.5 Soit x ∈ [0 ; +∞[. Montrons que 0 ≤ I(x) ≤ J(x).

On a (∀t ∈ [0 ; x]) : −t ≤ t, donc e−t ≤ et.

Comme aussi (∀t ∈ [0 ; x]) : 0 ≤ t, on a alors : (∀t ∈ [0 ; x]) : 0 ≤ te−t ≤ tet.

Les fonctions t 7→ te−t et t 7→ tet sont continues sur R, en particulier sur [0 ; x],

et puisque 0 ≤ x, alors 0 ≤
∫ x

0
te−t dt ≤

∫ x

0
tet dt.

D’où : 0 ≤ I(x) ≤ J(x).

b)0.25 Montrons que J(x) = (x − 1)ex + 1 pour tout x ∈ [0 ; +∞[.

Posons


u(t) = t

v′(t) = et

⇒


u′(t) = 1

v(t) = et

.

Par intégration par parties :

J(x) =
∫ x

0
tet dt =

[
tet

]x
0

−
∫ x

0
et dt

= xex −
[
et
]x
0
= xex − ex + 1 = (x − 1)ex + 1.

D’où : (∀x ∈ [0 ; +∞[) : J(x) = (x − 1)ex + 1.

c)0.5 Montrons que (∀x ∈ ]0 ; +∞[) : f ′(x) =
I(x) − J(x)

(ex − e−x)2 .

Les fonctions x 7→ x et x 7→ ex − e−x sont dérivables sur R, en particulier sur

]0 ; +∞[. De plus (∀x ∈ ]0 ; +∞[) : ex − e−x 6= 0.
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Donc f est dérivable sur ]0 ; +∞[ et on a :

(∀x ∈ ]0 ; +∞[) : f ′(x) =

(
x

ex − e−x

)′
=

(ex − e−x) − x(ex + e−x)

(ex − e−x)2 .

D’autre part, d’après 2.b) et 4.b) :

I(x) − J(x) =
(
−xe−x − e−x + 1

)
−
(
(x − 1)ex + 1

)
= −xe−x − e−x − xex + ex = (ex − e−x) − x(ex + e−x).

D’où : (∀x ∈ ]0 ; +∞[) : f ′(x) =
I(x) − J(x)

(ex − e−x)2 .

d)0.25 Sens de variation de f sur [0 ; +∞[.

D’après 4.c) et 4.a), on a (∀x ∈ ]0 ; +∞[) : I(x) − J(x) ≤ 0 et (ex − e−x)2 > 0.

Donc f ′(x) ≤ 0 sur ]0 ; +∞[, alors f est décroissante sur ]0 ; +∞[.

Pour tout x ∈]0 ; +∞[ :

I(x) − J(x) =
∫ x

0
te−t dt −

∫ x

0
tet dt =

∫ x

0
t
(
e−t − et

)
dt.

Comme, pour tout t ∈ ]0 ; x], on a t > 0 et e−t < et (car −t < t et la fonction t 7→ et

est strictement croissante sur R), donc : t
(
e−t − et

)
< 0.

La fonction t 7→ t(e−t − et) étant continue et strictement négative sur ]0 ; x], on en

déduit que :
∫ x

0
t
(
e−t − et

)
dt < 0, c’est-à-dire I(x) − J(x) < 0.

Donc f ′(x) < 0 sur ]0 ; +∞[, alors f est strictement décroissante sur ]0 ; +∞[.

De plus f est continue à droite en 0.

D’où : f est strictement décroissante sur [0 ; +∞[.

5)0.25 Bijection de f .

La fonction f est continue sur [0 ; +∞[ et strictement décroissante sur [0 ; +∞[, donc f

réalise une bijection de [0 ; +∞[ vers l’intervalle :

J = f
(
[0 ; +∞[

)
=
]

lim
x→+∞

f(x) ; f(0)
]
=

]
0 ;

1
2

]
.

D’où : f réalise une bijection de [0 ; +∞[ vers
]
0 ;

1
2

]
.
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6) a)0.5 Montrons que l’équation f(x) = x admet une unique solution α à déterminer dans

[0 ; +∞[.

• Pour x = 0 : f(0) =
1
2

6= 0, donc 0 n’est pas solution.

• Pour x ∈ ]0 ; +∞[, on a :

f(x) = x ⇐⇒
x

ex − e−x
= x

⇐⇒ x = x(ex − e−x)

⇐⇒ x
(
1 − ex + e−x

)
= 0

⇐⇒ 1 − ex + e−x = 0 (car x 6= 0)

⇐⇒
(
ex
)2

− ex − 1 = 0 (en multipliant par ex > 0)

⇐⇒
(

ex −
1
2

)2
=

5
4

⇐⇒ ex −
1
2
=

√
5

2

(
car ex −

1
2

> 0 puisque x > 0 ⇒ ex > 1
)

⇐⇒ ex =
1 +

√
5

2

⇐⇒ x = ln

1 +
√

5
2

 .

Comme
1 +

√
5

2
> 1, on a ln

1 +
√

5
2

 > 0, donc cette solution appartient bien à

]0 ; +∞[.

D’où l’équation f(x) = x admet une unique solution dans [0 ; +∞[ :

α = ln

1 +
√

5
2

 .

b)0.5 Représentation graphique de (C) et (C′) dans (O,
−→
i ,

−→
j ).

On a f(0) =
1
2

et f ′
d(0) = 0.

Donc (C) admet une demi-tangente horizontale au point A

(
0 ;

1
2

)
.

Par symétrie par rapport à la première bissectrice (∆) : y = x, (C′) admet une demi-

tangente verticale au point A′
(

1
2

; 0
)
.

On admet que P (x0 ; f(x0)) avec x0 ' 1,6 et f(x0) ' 0,3 est un point d’inflexion

de (C) ; son symétrique P ′(0,3 ; 1,6) est un point d’inflexion de (C′).
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x

y

O 1 2 3

1

2

3
y = x

A
(
0 ; 1

2
)

(C)

A′(1
2 ; 0

)

(C′)

P (1,6 ; 0,3)

P ′(0,3 ; 1,6)

α

On considère la suite numérique (un)n≥0 définie par : u0 = 0 et (∀n ∈ N) : un+1 = f(un).

7) a)0.25 Montrons par récurrence que (∀n ∈ N) : 0 ≤ un ≤
1
2
.

• Pour n = 0 : u0 = 0, donc 0 ≤ u0 ≤
1
2
. ✓

• Supposons que 0 ≤ un ≤
1
2

pour un entier n ∈ N fixé.

Montrons que 0 ≤ un+1 ≤
1
2
.

Comme f est strictement décroissante sur [0 ; +∞[, alors :

0 ≤ un ≤
1
2
=⇒ f

(
1
2

)
≤ f(un) ≤ f(0).

Or f(0) =
1
2

et f

(
1
2

)
=

1/2
e1/2 − e−1/2 > 0, donc 0 ≤ un+1 ≤

1
2
. ✓

D’où, d’après le principe de récurrence : (∀n ∈ N) ; 0 ≤ un ≤
1
2

.

b)0.5 En admettant que (∀x ∈ ]0 ; +∞[) ; −
1
2

< f ′(x) < 0.

Montrons que (∀n ∈ N) : |un+1 − α| ≤
1
2

|un − α|.

On a (∀x ∈ ]0 ; +∞[) ; −
1
2

< f ′(x) < 0 <
1
2
.

Donc (∀x ∈ ]0 ; +∞[) : |f ′(x)| <
1
2
.
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Comme f est dérivable sur ]0 ; +∞[ et (∀x ∈ ]0 ; +∞[) : |f ′(x)| <
1
2
.

D’après le TAF :
(
∀(a, b) ∈ ]0 ; +∞[2

)
; |f(b) − f(a)| ≤

1
2

|b − a|.

Comme α ∈ ]0 ; +∞[ et un ∈ [0 ; +∞[ pour tout n ∈ N, on a :

|f(un) − f(α)| ≤
1
2

|un − α|.

Puisque f(α) = α et f(un) = un+1.

D’où : |un+1 − α| ≤
1
2

|un − α|.

c)0.5 Montrons par récurrence que (∀n ∈ N) : |un − α| ≤
(

1
2

)n

.

• Pour n = 0 : |u0 − α| = α = ln

1 +
√

5
2

.
On a :

1 +
√

5
2

≤ e =⇒ ln

1 +
√

5
2

 ≤ ln(e).

Comme ln(e) = 1 =

(
1
2

)0
, alors α ≤

(
1
2

)0
. ✓

• Supposons que |un − α| ≤
(

1
2

)n

pour un entier n ∈ N fixé.

• Montrons que |un+1 − α| ≤
(

1
2

)n+1

D’après 7.b), on a : |un+1 − α| ≤
1
2

|un − α| ≤
1
2

×
(

1
2

)n

.

Alors |un+1 − α| ≤
(

1
2

)n+1
. ✓

D’où : (∀n ∈ N) : |un − α| ≤
(

1
2

)n

.

d)0.25 D’après la question 7.c), on a : 0 ≤ |un − α| ≤
(

1
2

)n

.

Comme lim
n→+∞

(
1
2

)n

= 0 (car −1 <
1
2

< 1). On a par le théorème des gendarmes :

lim
n→+∞

|un − α| = 0.

D’où la suite (un) est convergente et : lim
n→+∞

un = α.
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Partie III :

On considère la fonction F définie sur [0 ; +∞[ par : F (x) =
∫ 2x

x
f(t) dt.

1) a)0.5 Soit x ∈ [0 ; +∞[. Montrons que 0 ≤ F (x) ≤ xf(x).

Soit x ∈ [0 ; +∞[.

Pour tout t ∈ [x ; 2x] : on a x ≤ t.

Comme f est strictement décroissante sur [0 ; +∞[, f(t) ≤ f(x).

De plus, d’après le graphique de f on a : 0 ≤ f(t) sur [0 ; +∞[.

Donc 0 ≤ f(t) ≤ f(x).

En passant à l’intégrale (x ≤ 2x) :

∫ 2x

x
0 dt ≤

∫ 2x

x
f(t) dt ≤

∫ 2x

x
f(x) dt =⇒ 0 ≤ F (x) ≤ f(x)(2x − x).

D’où : (∀x ∈ [0 ; +∞[) : 0 ≤ F (x) ≤ xf(x).

b)0.25 En déduisons lim
x→+∞

F (x).

On a lim
x→+∞

xf(x) = lim
x→+∞

x2

ex − e−x
= lim

x→+∞

1
ex

x2 −
e−x

x2

Comme lim
x→+∞

ex

x2 = +∞ et lim
x→+∞

e−x

x2 = lim
x→+∞

1
x2ex

= 0.

Donc lim
x→+∞

xf(x) = 0

D’après le théorème des gendarmes : lim
x→+∞

F (x) = 0.

c)0.25 Interprétation graphique : la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale à

la courbe (CF ) au voisinage de +∞.

2) a)0.25 Montrons que F est dérivable sur [0 ; +∞[.

La fonction f est continue sur [0 ; +∞[ ; soit G une primitive de f sur [0 ; +∞[.

Pour tout x ∈ [0 ; +∞[ : F (x) = G(2x) − G(x).

La fonction x 7→ 2x est dérivable sur [0 ; +∞[, G est dérivable sur [0 ; +∞[, et

2x ∈ [0 ; +∞[, donc x 7→ G(2x) est dérivable sur [0 ; +∞[ (composée).

Par suite : F est dérivable sur [0 ; +∞[.

b)0.5 Montrons que (∀x ∈ [0 ; +∞[) : F ′(x) =
−f(x)

e2x + 1

(
e2x − 4ex + 1

)
.

D’après 2.a), pour tout x ∈ [0 ; +∞[ : F (x) = G(2x) − G(x).

Donc pour tout x ∈ [0 ; +∞[ : F ′(x) = 2f(2x) − f(x).

https://www.facebook.com/profile.php?id=61585739770875
https://www.instagram.com/prof_maths_x/


– 2026 اڤո֔د١ֵ اႥ႐ورة - ոֵ ቞ቘץပ࿮ڤܙر اिऻܙຒ׿ ඒ൴اڤܙ܈ اूेڲ׫ոຣن ׂٍۢמث ١ຣاڤۢء
MATHS XYZ ؔۑਫ਼੊מ١) (ػמոر (ب) و (أ) ոֵۛמ١ ൄളا اڤ֔ݫݻم ۳֔ץ١ - ոֵۛמոت ൄളا : ڲոدة - @prof_maths_x

22
11

• Pour x = 0 :

On a F ′(0) = 2f(0) − f(0) = f(0) =
1
2
;

et
−f(0)
e0 + 1

(
1 − 4 + 1

)
=

−1/2
2

× (−2) =
1
2
. ✓

• Pour x > 0 :
On a F ′(x) = 2f(2x) − f(x)

= 2 ×
2x

e2x − e−2x
−

x

ex − e−x

=
−x

ex − e−x

(
1 −

4
ex + e−x

)

= −f(x)

(
1 −

4ex

e2x + 1

)

= −f(x)

(
e2x + 1 − 4ex

e2x + 1

)

=
−f(x)

e2x + 1

(
e2x − 4ex + 1

)

D’où : (∀x ∈ [0 ; +∞[) : F ′(x) =
−f(x)

e2x + 1

(
e2x − 4ex + 1

)
.

c)0.5 Montrons que F
(
ln(2 +

√
3)
)
est un extremum de F sur [0 ; +∞[.

On a F est dérivable sur [0 ; +∞[, donc il suffit de montrer que F ′ s’annule en

ln(2 +
√

3) en changeant de signe.

Soit x ∈ [0 ; +∞[. On a f(x) ≥ 0 et e2x + 1 > 0, alors
−f(x)

e2x + 1
≤ 0.

Donc le signe de F ′(x) est le signe opposé de e2x − 4ex + 1.

On a e2x − 4ex + 1 =
(
ex − 2

)2
− 3 =

(
ex − (2 +

√
3)
)(

ex − (2 −
√

3)
)
.

Donc e2x − 4ex + 1 = 0 ⇐⇒ ex = 2 +
√

3 ou ex = 2 −
√

3

⇐⇒ x = ln(2 +
√

3) ou x = ln(2 −
√

3)

Posons β = ln(2 +
√

3) et γ = ln(2 −
√

3).

Comme 0 < 2 −
√

3 < 1, on a γ < 0, donc pour tout x ≥ 0 : ex ≥ 1 > 2 −
√

3.

Alors ex − (2 −
√

3) > 0. Ainsi le signe de e2x − 4ex + 1 est celui de ex − (2 +
√

3).

x

ex − (2 +
√

3)

F ′(x)

0 ln(2 +
√

3) +∞

− 0 +

+ 0 −

F ′ s’annule en ln(2 +
√

3) en changeant de signe, alors :

F
(
ln(2 +

√
3)
)
est un extremum de F sur [0 ; +∞[.
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Exercice : 2 (3.5pts)

Soit le nombre complexe m =
√

2 eiθ avec θ ∈ R \ {kπ/k ∈ Z}.

Partie I :

On considère dans C l’équation (Em) : mz2 − 2z + m = 0.

1)0.25 Sachant que z1 =
m(1 − i)

2
est solution de (Em), déduisons z2.

D’après les relations entre les coefficients et les racines :

z1 + z2 = −
−2
m

=
2
m

=
2m

mm
.

Puisque mm = |m|2 = 2, alors z1 + z2 = m.

Donc z2 = m − z1 = m −
m(1 − i)

2
=

m
(
2 − (1 − i)

)
2

. D’où : z2 =
m(1 + i)

2
.

2)0.25 Écrivons z1 sous forme exponentielle.

On a z1 =
m(1 − i)

2

=

√
2eiθ

2
(1 − i)

= eiθ

(
2
2

−
2
2

i

)

= eiθ

(
cos(

−π

4
) + i sin(

−π

4
)

)

= eiθ × ei −π
4

= ei(θ− π
4 ).

D’où : z1 = ei(θ− π
4 ).

Partie II :

Dans le plan complexe muni d’un repère orthonormé direct (O, −→u , −→v ), on considère les points

A, B, M , M1, M2 d’affixes respectives a = 1, b = −1, m, z1 et z2.

Soit R la rotation de centre O et d’angle
π

2
.

1)0.25 Montrons que R(M1) = M2.

On a ei π
2 (zM1 − zO) + zO = iz1 = i ·

m(1 − i)

2
=

m(i − i2)

2
=

m(1 + i)

2
= zM2.

C’est-à-dire : R(M1) = M2.
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2) a)0.5 Montrons que (MM1) ⊥ (OM1) et (MM2) ⊥ (OM2).

Comme m 6= 0, on a zM1 6= 0 et zM2 6= 0, donc M1 6= O et M2 6= O. On a :

zM1 − zM

zM1 − zO
=

m(1−i)
2 − m
m(1−i)

2

=
m(1 − i) − 2m

m(1 − i)
=

−1 − i

1 − i
=

(−1 − i)(1 + i)

(1 − i)(1 + i)

=
−2i

2
= −i.

Donc
zM1 − zM

zM1 − zO
∈ iR∗, d’où (MM1) ⊥ (OM1).

De même :

zM2 − zM

zM2 − zO
=

m(1+i)
2 − m
m(1+i)

2

=
−1 + i

1 + i
=

(−1 + i)(1 − i)

(1 + i)(1 − i)
=

2i

2
= i ∈ iR∗.

D’où (MM2) ⊥ (OM2).

b)0.25 Vérifions que OM1 = OM2 = 1.

D’après Partie I.2) : OM1 = |z1| =
∣∣∣ei(θ−π/4)

∣∣∣ = 1.

Comme R est une rotation et R(M1) = M2 : on a OM2 = OM1 = 1.

D’où : OM1 = OM2 = 1.

c)0.25 Nature du quadrilatère OM1MM2.

D’après la question 2.a), on a
zM1 − zM

zM1

= −i et
zM2 − zM

zM2

= i.

Donc MM1 = |zM1 − zM | = | − izM1| = |zM1| = OM1.

et MM2 = |zM2 − zM | = |izM2| = |zM2| = OM2

Comme OM1 = OM2 = 1, alors OM1 = OM2 = MM1 = MM2 = 1.

Donc OM1MM2 est un losange.

De plus, on a R(M1) = M2 donc
(−−−→
OM1 ,

−−−→
OM2

)
≡

π

2
[2π]

D’où : OM1MM2 est un carré.

3) Soit le point H(h) tel que h =
−i

√
2 sin θ

ei(2θ). Pour tout nombre complexe z, on désigne

par Re(z) la partie réelle de z.

a)0.5 Montrons que Re(m − h) = 0 et Re(1 − hm) = 0.

On a m =
√

2 eiθ =
√

2 cos θ + i
√

2 sin θ, donc Re(m) =
√

2 cos θ.

D’autre part :
h =

−i
√

2 sin θ
ei(2θ) =

1
√

2 sin θ
ei(2θ− π

2 ),
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Donc

Re(h) =
1

√
2 sin θ

cos
(

2θ −
π

2

)
=

sin(2θ)
√

2 sin θ
=

2 sin θ cos θ
√

2 sin θ
=

√
2 cos θ = Re(m).

Comme Re(m − h) = Re(m) − Re(h), on a : Re(m − h) = 0.

• Calculons hm :

hm =
−i

√
2 sin θ

ei(2θ) ×
√

2 e−iθ =
−i

sin θ
eiθ

=
−i(cos θ + i sin θ)

sin θ

=
sin θ − i cos θ

sin θ

= 1 − i cot θ.

Donc 1 − hm = i cot θ, alors : Re(1 − hm) = 0.

b)0.25 Montrons que Re
(

a − h

m + 1

)
= 0.

On a :

a − h

m + 1
=

1 − h

m + 1
=

(1 − h)(m + 1)
|m + 1|2

=
1

|m + 1|2
(
m + 1 − hm − h

)
.

Or
1

|m + 1|2
∈ R, il suffit donc de montrer Re

(
m + 1 − hm − h

)
= 0.

On a Re
(
m + 1 − hm − h

)
= Re(m) + Re(1 − hm) − Re(h)

= Re(m) + 0 − Re(h) (car Re(m) = Re(m))

= 0.

D’où : Re
(

a − h

m + 1

)
= 0.

c)0.5 Déduisons que (MH) ⊥ (AB) et (AH) ⊥ (MB).

• (MH) ⊥ (AB) : on a
zM − zH

zA − zB
=

m − h

1 − (−1)
=

m − h

2
.

D’après la question 3.a), on a Re(m − h) = 0, donc Re
(

zM − zH

zA − zB

)
= 0.

C’est-à-dire
zM − zH

zA − zB
∈ iR∗.

D’où : (MH) ⊥ (AB).

https://www.facebook.com/profile.php?id=61585739770875
https://www.instagram.com/prof_maths_x/


– 2026 اڤո֔د١ֵ اႥ႐ورة - ոֵ ቞ቘץပ࿮ڤܙر اिऻܙຒ׿ ඒ൴اڤܙ܈ اूेڲ׫ոຣن ׂٍۢמث ١ຣاڤۢء
MATHS XYZ ؔۑਫ਼੊מ١) (ػמոر (ب) و (أ) ոֵۛמ١ ൄളا اڤ֔ݫݻم ۳֔ץ١ - ոֵۛמոت ൄളا : ڲոدة - @prof_maths_x

22
15

• (AH) ⊥ (MB) : on a
zA − zH

zM − zB
=

1 − h

m + 1
=

a − h

m + 1
.

D’après la question3.b), on a Re
(

a − h

m + 1

)
= 0, donc

zA − zH

zM − zB
∈ iR∗.

D’où : (AH) ⊥ (MB).

4) a)0.25 Montrons que
h − z1

z2 − z1
=

1
2
(1 − cot θ).

On a z2 − z1 =
m(1 + i)

2
−

m(1 − i)

2
=

m · 2i

2
= mi.

En multipliant le numérateur et le dénominateur par m, et en utilisant mm = |m|2 =

2 :

h − z1

z2 − z1
=

h − m(1−i)
2

mi
=

(
h − m(1−i)

2

)
m

mi × m
=

hm − |m|2(1−i)
2

|m|2 i
=

hm − (1 − i)

2i
.

D’après la question3.a), on a 1 − hm = i cot θ, donc hm = 1 − i cot θ, et

hm − (1 − i)

2i
=

(1 − i cot θ) − 1 + i

2i
=

i(1 − cot θ)

2i
=

1 − cot θ

2
.

D’où :
h − z1

z2 − z1
=

1
2
(1 − cot θ).

b)0.25 Déduisons que les points H , M1 et M2 sont alignés.

On a
zH − zM1

zM2 − zM1

=
h − z1

z2 − z1
=

1
2
(1 − cot θ).

Puisque
1
2
(1 − cot θ) ∈ R, donc les points H, M1 et M2 sont alignés.

Exercice : 3 (3pts)

Partie I :

A. On considère dans Z2 l’équation (F ) : 5u − 9v = 1.
1)0.25 Donnons une solution particulière (u0 , v0) dans N2 de (F ).

On a 5 × 2 − 9 × 1 = 10 − 9 = 1, donc

(u0 , v0) = (2 , 1) est une solution particulière de(F ).

2)0.25 Déterminons l’ensemble SF des solutions de (F ).

Comme 5 ∧ 9 = 1, l’équation (F ) admet des solutions dans Z2.

(F ) : 5u − 9v = 1 ⇐⇒ 5u − 9v = 5 × 2 − 9 × 1

⇐⇒ 5(u − 2) = 9(v − 1)
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(F ) : 5u − 9v = 1 ⇐⇒ 9 | 5(u − 2) et 5(u − 2) = 9(v − 1)

⇐⇒ 9 | (u − 2)(car 5 ∧ 9 = 1) et 5(u − 2) = 9(v − 1)

⇐⇒ ∃k ∈ Z / u − 2 = 9k et 5 × 9k = 9(v − 1)

⇐⇒ ∃k ∈ Z / u = 2 + 9k et v = 1 + 5k

D’où SF =
{
(2 + 9k ; 1 + 5k)/ k ∈ Z

}
.

3)0.25 Vérifions que 5u0 ≡ 6 [19], c’est-à-dire 52 ≡ 6 [19].

On a 52 = 25 = 1 × 19 + 6, donc 52 ≡ 6 [19].

B. On considère dans Z l’équation (E) : x2026 ≡ 5 [19]. Soit x une solution de (E).

1) a)0.5 Montrons que x ∧ 19 = 1 et x18 ≡ 1 [19].

Comme 19 est un nombre premier, donc x ∧ 19 = 1 ou x ∧ 19 = 19.

Supposons x ∧ 19 = 19, c’est-à-dire 19 | x.

Alors x ≡ 0 [19], donc x2026 ≡ 0 [19].

Or x2026 ≡ 5 [19], donc 5 ≡ 0 [19].

C’est-à-dire 19 | 5 : contradiction.

D’où x ∧ 19 = 1.

Comme 19 est un nombre premier et x ∧ 19 = 1, alors d’après le petit théorème de

Fermat : x19−1 ≡ 1 [19].

D’où : x18 ≡ 1 [19].

b)0.25 Montrons que x10 ≡ 5 [19].

On a 2026 = 18 × 112 + 10, donc x2026 =
(
x18

)112
× x10.

D’après la question 1.a), on a x18 ≡ 1 [19], alors
(
x18

)112
≡ 1 [19], et par suite(

x18
)112

× x10 ≡ x10 [19].

Donc x2026 ≡ x10 [19].

Comme x2026 ≡ 5 [19], donc x10 ≡ 5 [19].

c)0.25 Montrons que x2 ≡ 6 [19].

On a x10 ≡ 5 [19], donc
(
x10

)2
≡ 52 [19].

C’est-à-dire x20 ≡ 52[19], alors x20 ≡ 6[19] (d’après A.3) 52 ≡ 6[19] ).

Or x20 = x18 × x2 et x18 ≡ 1 [19], donc x20 ≡ x2 [19].

D’où : x2 ≡ 6 [19].
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d)0.25 Montrons que x ≡ 5 [19] ou x ≡ −5 [19].

D’après la question 1.c), on a x2 ≡ 6 [19], et d’après la question A.3), on a 52 ≡ 6 [19].

Donc x2 ≡ 52 [19] =⇒ x2 − 52 ≡ 0 [19] =⇒ 19 | (x − 5)(x + 5).

Comme 19 est un nombre premier, 19 | x − 5 ou 19 | x + 5.

Donc x − 5 ≡ 0 [19] ou x + 5 ≡ 0 [19]

D’où : x ≡ 5 [19] ou x ≡ −5 [19].

2)0.5 Montrons que si x ≡ 5 [19] ou x ≡ −5 [19], alors x est solution de (E).

Supposons x ≡ 5 [19] ou x ≡ −5 [19].

Comme 2026 est pair, alors x2026 ≡ 52026 [19].

On a 52026 =
(
518

)112
× 510.

Comme 19 est un nombre premier et 5 ∧ 19 = 1, en appliquant le petit théorème de Fermat :

518 ≡ 1 [19]. Donc 52026 ≡ 510 [19].

Puisque 510 =
(
52
)5

et 52 ≡ 6 [19], alors 510 ≡ 65 [19].

Donc x2026 ≡ 65 [19].

On a 62 = 36 = 2 × 19 − 2.

Donc 62 ≡ −2 [19] =⇒ 64 ≡ 4 [19] =⇒ 65 ≡ 24 [19] =⇒ 65 ≡ 5 [19].

Alors x2026 ≡ 5 [19].

D’où x est solution de (E).

Partie II :

Une urne contient 100 boules numérotées de 1 à 100. On tire une boule au hasard.

Soit V : « le numéro tiré est solution de (E) ».
1)0.25 Montrons que P (V ) = 0,11.

Déterminons le nombre de solutions de (E) comprises entre 1 et 100.

D’après les questions 1-d) et 2 de la partie I, on a :

x solution de (E) ⇐⇒ x ≡ 5 [19] ou x ≡ −5 [19]

⇐⇒ ∃k ∈ Z / x = 5 + 19k ou ∃k′ ∈ Z / x = −5 + 19k′

On a 1 ≤ 5 + 19k ≤ 100 =⇒
−4
19

≤ k ≤
95
19

=⇒ k ∈ {0; 1; 2; 3; 4; 5}

et 1 ≤ −5 + 19k′ ≤ 100 =⇒
6

19
≤ k′ ≤

105
19

=⇒ k′ ∈ {1; 2; 3; 4; 5}
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Donc

• x ≡ 5 [19] et 1 ≤ x ≤ 100 =⇒ x ∈ {5; 24; 43; 62; 81; 100} (6 valeurs).

• x ≡ −5 [19] et 1 ≤ x ≤ 100 =⇒ x ∈ {14; 33; 52; 71; 90} (5 valeurs).

Alors V = {5 , 14 , 24 , 33 , 43 , 52 , 62 , 71 , 81 , 90 , 100}.

Donc card(V ) = 11.

On est dans une situation d’équiprobabilité avec card(Ω) = 100, d’où :

P (V ) =
card(V )

card(Ω)
=

11
100

= 0,11.

2)0.25 Soit n ∈ N∗. Déterminons la plus petite valeur de n.

On effectue n tirages successifs avec remise de la boule dans l’urne, c’est une répétition de

l’épreuve ”tirage d’une boule de l’urne” n fois.

Alors, c’est une expérience de Bernoulli de paramètres n et p = P (V ) = 0,11.

Soit A : «V se réalise au moins une fois ». Alors A : «V ne se réalise jamais ».

P (A) = C0
n p0 (1 − p)n = (0,89)n, donc P (A) = 1 − (0,89)n.

On a : P (A) > 0,95 ⇐⇒ 1 − (0,89)n > 0,95

⇐⇒ (0,89)n < 0,05

⇐⇒ n ln(0,89) < ln(0,05).

Comme ln(0,89) < 0, on inverse l’inégalité :

n >
ln(0,05)
ln(0,89)

' 25,72.

La plus petite valeur entière de n vérifiant cette inégalité est : nmin = 26.

Exercice : 4 (3.5pts)

1)0.5 Soit (x, y) ∈ R2. Montrons que M(x) × M(y) = M(x + y).

On a M(x) × M(y) =


1 0 0

x2 1 − x x

x2 + 2x −x x + 1

×


1 0 0

y2 1 − y y

y2 + 2y −y y + 1

.
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=



1 × 1 + 0 × y2 + 0 × (y2 + 2y) 0 0

x2 × 1 + (1 − x) × y2 + x × (y2 + 2y) x2 × 0 + (1 − x) × (1 − y) + x × (−y) x2 × 0 + (1 − x) × y + x × (y + 1)

(x2 + 2x) × 1 − x × y2 + (x + 1) × (y2 + 2y) (x2 + 2x) × 0 − x × (1 − y) + (x + 1) × (−y) (x2 + 2x) × 0 − x × y + (x + 1) × (y + 1)



=



1 0 0

x2 + y2 − xy2 + xy2 + 2xy 0 + 1 − y − x + xy − xy 0 + y − xy + xy + x

x2 + 2x − xy2 + xy2 + 2xy + y2 + 2y 0 − x + xy − xy − y 0 − xy + xy + x + y + 1



=


1 0 0

(x + y)2 1 − (x + y) x + y

(x + y)2 + 2(x + y) −(x + y) x + y + 1


D’où :

M(x) × M(y) =


1 0 0

(x + y)2 1 − (x + y) x + y

(x + y)2 + 2(x + y) −(x + y) (x + y) + 1

 = M(x + y).

Conclusion : (∀(x, y) ∈ R2) : M(x) × M(y) = M(x + y).

On considère l’application φ définie de R vers M3(R) par : (∀x ∈ R) : φ(x) = M(x).
2) a)0.5 Montrons que φ est un homomorphisme de (R, +) vers (M3(R), ×)

et que φ(R) = E.

• Soit (x, y) ∈ R2. D’après la question 1), on a :

φ(x + y) = M(x + y) = M(x) × M(y) = φ(x) × φ(y).

Donc φ est un homomorphisme de (R, +) vers (M3(R), ×).

• On a φ(R) = {φ(x) / x ∈ R} = {M(x) / x ∈ R} = E, d’où φ(R) = E.

b)0.25 Déduisons que (E, ×) est un groupe commutatif.

On a (R, +) est un groupe commutatif et φ est un homomorphisme de (R, +) vers

(M3(R), ×).

Donc
(
φ(R), ×

)
est un groupe commutatif, et puisque φ(R) = E, on conclut :

(E, ×) est un groupe commutatif.
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On munit E de la loi de composition interne T définie par :

(∀(x, y) ∈ R2) : M(x) T M(y) = M(2xy)

3) a)0.75 Montrons que (E \ {I}, T ) est un groupe commutatif.

Remarque : On a I = M(0), donc M(x) ∈ E \ {I} ⇐⇒ x 6= 0.

• Soit
(
M(x), M(y)

)
∈ (E \ {I})2.

Alors x 6= 0 et y 6= 0, donc 2xy 6= 0, donc M(2xy) ∈ E \ {I}.

Puisque M(x) T M(y) = M(2xy)

Alors M(x) T M(y) ∈ E \ {I}.

Donc T est une loi de composition interne dans E \ {I}.

• Soit
(
M(x), M(y)

)
∈ (E \ {I})2.

On a M(x) T M(y) = M(2xy) = M(2yx) = M(y) T M(x).

Donc T est commutative dans E \ {I}.

• Soit
(
M(x), M(y), M(z)

)
∈ (E \ {I})3.

On a
(
M(x) T M(y)

)
T M(z) = M(2xy) T M(z) = M(2 · (2xy) · z) = M(4xyz)

et M(x) T
(
M(y) T M(z)

)
= M(x) T M(2yz) = M(2x · (2yz)) = M(4xyz).

Alors
(
M(x) T M(y)

)
T M(z) = M(x) T

(
M(y) T M(z)

)
.

Donc T est associative dans E \ {I}.

• Soit M(x) ∈ E \ {I}.

On a M(x) T M

(
1
2

)
= M

(
2x ×

1
2

)
= M(x).

Comme
1
2

6= 0, on a M

(
1
2

)
∈ E \ {I} est l’élément neutre.

• Soit
(
M(x), M(y)

)
∈ (E \ {I})2.

On a :

M(x) T M(y) = M

(
1
2

)
=⇒ M(2xy) = M

(
1
2

)
=⇒ 2xy =

1
2
=⇒ y =

1
4x

6= 0.

Donc tout élément M(x) de E \ {I} admet pour symétrique M

(
1

4x

)
∈ E \ {I}.

Conclusion : (E \ {I}, T ) est un groupe commutatif d’élément neutre M(1
2).

b)0.5 Montrons que (E, ×, T ) est un corps commutatif.

On a (E, ×) est un groupe commutatif et (E \ {I}, T ) est un groupe commutatif.

Il reste à montrer que T est distributive par rapport à × dans E.
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Soit
(
M(x), M(y), M(z)

)
∈ E3.

On a M(x) T
(
M(y) × M(z)

)
= M(x) T M(y + z)

= M
(
2x(y + z)

)
= M(2xy + 2xz)

= M(2xy) × M(2xz)

=
(
M(x) T M(y)

)
×
(
M(x) T M(z)

)
.

Donc T est distributive par rapport à × dans E.

D’où (E, ×, T ) est un corps commutatif.

Soit x ∈ R. On pose :
(
M(x)

)n
= M(x) × · · · × M(x)︸ ︷︷ ︸

n fois

avec n ∈ N∗.

4) a)0.5 Montrons par récurrence que (∀n ∈ N∗) :
(
M(x)

)n
= M(nx).

• Pour n = 1,
(
M(x)

)1
= M(x) = M(1 · x).

La proposition est vraie pour n = 1.

• Supposons que
(
M(x)

)n
= M(nx) pour un entier n ∈ N∗ fixé.

Montrons que
(
M(x)

)n+1
= M((n + 1)x).

On a
(
M(x)

)n+1
=
(
M(x)

)n
× M(x)

= M(nx) × M(x)

= M(nx + x)

= M
(
(n + 1)x

)
• Par récurrence : (∀n ∈ N∗) :

(
M(x)

)n
= M(nx).

b)0.5 Résolvons dans E l’équation X3 − X2 = A, où A =


0 0 0

5 1 −1

3 1 −1

.
Soit X ∈ E, posons X = M(x) avec x ∈ R.

D’après la question4.a) : X2 = M(2x) et X3 = M(3x).

On a :

X3 − X2 = (M(x))3 − (M(x))2 = M(3x) − M(2x) =


0 0 0

5x2 −x x

5x2 + 2x −x x

 .
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Donc

X3 − X2 = A ⇐⇒


0 0 0

5x2 −x x

5x2 + 2x −x x

 =


0 0 0

5 1 −1

3 1 −1



⇐⇒



5x2 = 5

−x = 1

x = −1

5x2 + 2x = 3

⇐⇒ x = −1 (qui vérifie bien 5x2 + 2x = 5 − 2 = 3).

Alors l’unique solution dans E est X = M(−1) =


1 0 0

1 2 −1

−1 1 0

.

D’où : SE =
{
M(−1)

}
.
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