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Exercice 1 : (3 pts)

—

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé direct (O, 4, 7, 7{), on considere les points A(—1,0,1),
B(—3,2,2), C(—1,1,2) et D(2,7,—4)
Soit (A) la droite passant par le point D et dirigée par le vecteur 4(2,1,2)
1 - a) Montrons que AB NAC =i+ 2j—2k .
Ona AB (—2,2,1)
Et AC (0,1,1)

Donc AB AN AC = i— i+ k

=(1x2—1x1)i—((=2)x1—=0x1)j+((—2) x 1—0 x 2)k

AB NAC =i+2j—2k

b) Déduisons que x + 2y — 2z + 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
Onan = AB ANAC et un vecteur normal au plan (ABC'), donc I’équation correspondante
de (ABC) s’écrit : (ABC):x+2y—224+d=0
Or A€ (ABC) donc x4 + 2y, — 22, +d =0
Donc —14+2x0—-2x14d=0
Donc d =3

Donc (ABC):xz+2y—22+3=0

’Donc x + 2y — 2z + 3 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC). ‘

c) Calculons w. (AB N AC ) et déduisons que la droite (A) est parallele au plan (ABC')
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Onawu (2,1,2) et AB AAC (1;2;—2)

Donc u . (AB NAC )=2x1+1x2+2x (—2) =0

Donc u . (E A ﬁ) =0

Puisque u. (AB N AC ):O, le vecteur directeur de(A) est orthogonal au vecteur normal

AB A AC du plan (ABC)

’ Donc la droite (A) est parallele au plan (ABC) ‘

2 - Soit () la sphere de centre ©(0,3,0) est tangente a la droite (A).

a) Vérifions que QD .1 = 0 et déduisons que le rayon de la sphere (S) est égale a 6.

b)

On a QD (zp —xq;Yp — Yqo; 2p — 2q) alors QD (2—0;7—3;,—4—0); QD (2;4;—4)

D’autre part, QD i =2+4+ (—4) =0

Donc : QD .4 = 0| Puisque QD .4 = 0, la droite (A) est perpendiculaire au rayon [Q2D)]

au point D.

Comme(S) est tangente a (A) et passe par D (car D € (A)), le point de tangence est
exactement D.

Le rayon R de la sphére est donc la distance Q2D :

R=QD=/224+42+ (—4)2=6, Alors R=6

Calculons d(£2, (ABC')) et déduisons que (ABC) coupe la sphere (S) suivant un cercle

("), de rayon r = 3v/3.
2y — 2 2.3 -2
On sait que (9, (ABC)) = Tot 2o =220 +3] _[0+23-20+3] 9 _,
VIZ+22 4 (—2)2 V9 3
’Donc 1 d(Q2, (ABC)) = 3‘ Puisque d = 3 < R = 6, le plan (ABC') coupe la sphere (5)

suivant un cercle (T').

Le rayon de ce cercle est r = VR2—d? = V62—32 = V/36—9 = V27 = 3V3.

Donc (ABC') coupe la sphére (S) suivant un cercle (T), de rayon r = 3v/3

Vérifions que QD = AB AN AC et déduisons que le point C est le centre du cercle (I')
On a 92(0,3,0) et C(—1,1,2).
CO0—(—1),3—1,0—2) = CO(1,2,—2).

On remarque clairement que C§} = AB A AC (qui est le vecteur normal au plan).

Donc QD = AB A AC | Ainsi, la droite (CQ) est perpendiculaire au plan (ABC).

Vérifions si le point C appartient au plan (ABC) : (—1)+2(1)—2(2)+3 = —1+2—4+3 =

0.
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C’est vérifié.
Puisque la droite (CQ) est orthogonale & (ABC) et C' € (ABC), le point C est la

projection orthogonale de € sur le plan (ABC).

’ Conclusion : Le point C est le centre du cercle (I'). ‘

Exercice 2 : (3.5 pts)

3 1 o
On Considere dans le plan complexe les points A, B et C d’aflixes respectives a = > + 52’, b=e¢'u

etec=1

1-a) Ecrivons le nombre complexe a sous forme trigonométrique.
Calculons d’abord le module de a :

V3 ’ 1\? /3 1 4
la| = (2) + <§> = 1 + 1 = \/; = 1. On factorise par le module : a =
3

1 1
1 <\/§ —1—2'). On sait que cos (%) = £ et sin (E) = —. Conclusion : La forme

2 2 2 6 2

. sy e U .. U ™ L. s
trigonométrique est a = cos <8) + 2sin (6> Donc a = cos <6) + ¢ sin (6>

b) Vérifions que b? = a et que b.b = 1.
Onab=e.
- Caleul de b2 : b? = (%) = /2 f) = ¢if.
v .. m iz 9
Or, on a vu que a = cos <8> + ¢ sin <6> =¢'s. Donc b° = a.

- Calcul de bb : On sait que 2z = |z|>.

Le module de b est |b| = |e'©| = 1. Donc |b|?> = 12 = 1. Donc bb = 1.|D’ot1 b> = a et que b.b = 1

c) Montrons que a — 1 = (2 —V/3)i(a + 1)

V3 1 V3 1. V3+2 1.
Onaa—7+§z,donca+1— 7%—1 +§Z— 5 +§z.
243 1
Multiplions par (2 — V/3)i : (2 — V3)i x (a +1) = (2 — V/3)i +2\[+2i] = (2—

V3)

(2+V3) 1,
z( 5 >+Zz]

1o 2HVBl L 2-VE L 2- V)2 + VB)
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3 1 3

D’autre part, on calcule le membre de gauche : a—1 = (\2[ + 22’) —1= (\2[ — 1> +
1.

—1.

Conclusion : L’égalité o — 1 = (2 — v/3)i(a + 1) est bien vérifiée.
2 - Soit T'la translation de vecteur OC et D le point d’affixe d tel que T(A) = D
a) Vérifions que d = b(b + b) et déduisons que les points O, B et D sont alignés.

Soit 7T la translation de vecteur OC. L’écriture complexe de T est 2z = z + 250 Or,

2o =c—0=1.Donc l'expressionest 2 =2+1.OnaT(A) =D « zp=2,+1 =

d = a+ 1. D’aprés 1.b, on sait que a = b> et 1 = bb. En remplacant, on obtient :

d=b>+0bb=0b(b+b).| Doned = b(b+ b) | Déduction de l’alignement :

On sait que b+b = 2Re(b) = 2 cos (%) Posons £ = 2 cos (%), remarquons que k € R.

On a alors d = k x b, ce qui s’écrit OD = kOB . Puisque les vecteurs OD et OB sont

colinéaires,

’Donc les points O, B et D sont alignés.‘

b) Déduisons que arg(d) = 112[27@
™ ™
On a d = 2cos (E) b( cos -5 > 0).
™
Alors arg(d) = arg <2 cos <E> X b) [27] = arg(b)[27].
Donc arg(d) = arg(b)[27] = %[277]. Finalement arg(d) = %[277]

3 - a) Vérifions que I (2 —/3)i et déduisons que les droites (AC) et (OD) sont perpen-
diculaires.

Onac=1etd=a+1 (vua la question 2.a).

a—c a—1

D = .

Mg a+1

—1
D’aprés la question l.c,ona a—1=(2—V3)i(a+1) = ¢ T (2 —V/3)i.
a
Donc ©— ¢ = (2 — /3)i | Déduction : A" %0 _ (2 —V3)i.
d Zp — %o
Passons aux arguments : arg (zA — ZC) = arg((2 — V/3)i)[27].
D~ %0

Puisque 2 — /3 > 0 (car 2 = V4 > V/3), on a arg((2 — V3)i) = g[27r]

. m

Ce qui se traduit géométriquement par : (OD ,CA ) 5 [27].

’Conclusion : Les droites (AC) et (OD) sont perpendiculaires. ‘

b) Montrons que le quadrilatéere OC DA est un losange
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OnaT(A)=D <= AD =0C'.

Puisque AD = @’, le quadrilatere OC'DA est un parallélogramme.

Dans ce parallélogramme, les diagonales sont les droites (AC) et (OD).

D’apres la question précédente (3.a), on a prouvé que (AC) L (OD) (les diagonales sont
perpendiculaires).

Rappel géométrique : Un parallélogramme dont les diagonales sont perpendiculaires est

un losange. ’ Conclusion : OCDA est un losange.

Exercice 3 : (2.5 pts)

Une urne contient cing boules blanches, quatre boules noires et deux boules vertes.
Tout les boules sont indiscernables au toucher.
On tire au hasard et simultanément trois boules de 'urne
On considere les événements suivants :
A : « Les trois boules tirées sont de méme couleur. »
B : « Tirer au moins une boule verte »
11!

On tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne, donc card(Q) = C}, = 381 165.

1 - Soit © 'univers des éventualités

14
0.5 pt a) Montrons que p(A) = T68
On tire trois boules parmi cingq boules blanches ot bien trois boules noires parmi quatre
boules noires
Donc card(A4) =C2+C} =10+4 =14
card(A) 14
Dou P(A) = ————~ = —
ot P(4) card(Q2) 165
Finalement : P(A) = -
inalement : = —
e 165
_ 27
0.5 pt b) Calculons p(B), la probabilité de I’événement contraire de B et déduisons que p(B) = 5
B : « Tirer trois boules non vertes »
Donc card(B) = C3 = 84
—. card(B) 8 28
Dou P(B)= ————~=—=—
ou PB) =240 T 165~ 55
) — 28
Finalement : P(B) = —
55
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28 27

, :P(B)=1-P(B)=1- =
d’autre part (B) (B) 55 55

0.5 pt 2 - Calculons la probabilité p(A U B)
On sait que p(AU B) = p(A) + p(B) —p(AN B)
AN B:"Tirer 3 boules de méme couleur ET au moins une boule verte”
Alors AN B:"tirer 3 boules Vertes”
Or, 'urne ne contient que 2 boules vertes, il est donc impossible de tirer 3 boules vertes.
donc p(ANB) =p(@) =0
14 27 19 19
Al AUB)=p(A B)—p(ANB)=—+——-0=—D AUB)=—
ors p(AUB) = p(A) + p(B) ~ p(ANB) = s + =2 —0 = 52 | Done p(AUB) = o
3 - considere la variable aléatoire X qui associe a chaque tirage le nombre de boules vertes tirées
0.75 pt a) Recopions et complétons le tableau ci-dessous, qui représente la loi de probabilités de la
variable aléatoire X :
(X = 0):« Tirer trois boules non vertes » :B
D (X =0)= P(B) 28
onc : =0)= =
g (55)
(X = 1):« Tirer une boule verte et deux boules non vertes »
CixC¢ 12 24
Donc:p(X:l):gzizi
165 165 55
(X = 2):« Tirer deux boule vertes et une boule non verte »
C? x C} 9 3
Donc:p(X =2)= 2" = _—— = =
one (X =2)= "6 = 165 ~ 55
X=a2 | 0] 1]2
28 | 24 | 3
X = — | = | =
PX=2) | 5 | 55 | &
0.25 pt b) Montrons que 'espérance de la variable aléatoire X est E(X) = 1
On sait que F(X) = Z (acl x P(X = xl))
28 24 3 6
EX)=0x —+1x —+42x —=—
K =0x gl T 2x g =1
Probleme : (11 pts)
On considére les fonctions numériques g et h définies sur |0, +oo[ par :
g(z)=1—1nzx et h(z) = x?e*!
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1- a)

Calculons g(1) et h(1)
Ona:g(l)=1—1In(1)=1 et h(1) = 12el71 = 1.
’Donc tg(l)=1 et h(1) = 1.‘

0.5 pt b) Résolvons I"équation g(x) = 0 dans I'intervalle |0, 4+-o0[.
l-Inz=0 <= lnzx=1 < z=c.
’ Donc la solution est x = e. ‘
2 - Le graphique ci-dessous représente les courbes (C) et (C),) des fonctions g et h dans un
méme repeére orthonormé.
Yl
4 -
(ng) (C)h)
3 -
2 -
1 -
J
) i1 5 63\4\5 x
71 -
0.5 pt a) Justifions graphiquement que :
pour tout = €]0,1[, h(z)—g(z) <0 et pour tout = €]1,+00[, h(z)—g(z)>0
Graphiquement, les deux courbes se coupent en un point d’abscisses z = 1, et on a :
— pour x €]0,1], la courbe (C),) est en dessous de (C,) , donc h(x) < g(x)
’Donc Vz €]0,1] ; h(z)—g(z) < O‘
— pour z €]1, +00[, la courbe (C},) est en dessus de (C,) , donc h(z) > g(z)
’Donc Vz €]0,1] ; h(xz)—g(z) > O‘
0.5 pt b) En utilisant une intégration par parties, montrons que : / g(x)dr =e—2
1
On calcule : / g(x)dx
1
On a : / g(x)dx :/ (1—Inz)dx
1 L, .
:/ 1dac—/ Inzdx
1 L
= [z]{ —/ Inzdx
1
e
=e—1— / Inz dx
1
Or, par intégration par parties : /lnwd:): =xlnx — .
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On pose : donc : z

Donc:/ Inzder=[zlnz—z]{=(e-1—e)—(0—1)=1.
1

Ainsi:/ gx)yde=(e—1)—1=e—2.
1

Finalement : / g(z)dx =e—2.
1

0.75 pt c) Vérifions que la fonction H : z - e* ! (2® — 2z + 2) est une primitive de la fonction h
1
sur ]0, +o0[, puis calculons / h(z) dx
0
— Vérifions que la fonction H : x + e” (2% — 22+ 2) est une primitive de la fonction h
sur |0, 4+o0[ P On a h est dérivable sur ]0, +oco[ comme le produit de deux fonctions
dérivables sur ]0, +oo|
YV €]0,+o00] ; H(x)=e" (x> =2z +2) +e" (22 —2).
Donc : H' (z) = "' (22 — 22 + 2+ 22 — 2) = " '2? = h(z).
’ Donc H est une fonction primitive de h sur |0, +ool.
1 1
— Calculons / h(z)dx / h(z)dx = [H(x)]} = H(1) — H(0).
0 0
2
Puisque : H(1) =e’(1—2+2)=1et H(0) =e !(2) = -.
e
! 2
Donc : / h(z)dr=1——.
b e
0.5 pt d) Calculons laire du domaine hachuré sur le graphique précédent (en unité d’aire).
e) Soit A l'aire hachuré sur le graphique précédent
A= / h(x |dx+/ g(z)| da.
Pulsque g(x) > 0 pour tout = € [1,€] et h(z) > 0 pour tout x € [0, 1]
1 e
2
Donc : A = (/ h(a:)dx—i—/ g(a:)da:) X u.a == ((1 — 7> + (e—2)> X u.a.
e
0 1
. 2
Finalement : | A = (e — 1 — —> X U.Q |
e
1
Partie IT : On considére la fonction numérique f définie sur ]0, +-o0o[ par : f(z) = e* ! — ne
x
Soit (C}) sa courbe dans un repere orthonormé (O; )
0.5 pt 1 - a) Vérifions que lim f(z) = 400, puis interpréter géométriquement ce résultat.
1
Comme lime* ! = ; lim — — = —oo et lim In(z) = —c0
r—0" 1 T a0+ x =07t
Donc lim — n(az) = 400
z—0" X 1
Alors lim e*! M = 400
T—+00 €T
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Finalement lirgl f(z) =400
z—0"

Interpréter géométriquement (C;) admet une asymptote verticale d’équation = = 0

0.25 pt b) Vérifions que li{rn f(x) =400
T—+00
1 1
Comme lim e ! = lim - x e = 400; lim n(z) =0
T—+00 1 T—+00 e r—+00 I
Alors lim "1 — M = +00
T——+00 €T
Finalement lir(r]l f(z) =400
z—0"
. flz) . , L ,
0.5 pt c) Montrons que 111+n ——~ = +00, puis interprétons géométriquement ce résultat.
r—+00 I
1
tim £ — jig o1 - 0@
T—=+00 I T—+00 x
o et ! B 1n(2zv)
r—+o0 I €T
1 S |
= fim L x & 0@
rotoe X x
v 1
limM:+oo ; et lime—:—l—oo et lim n(2x>:O
r—+oo I T—+00 I r—+oo I
Donc : lim @ = +00
z—>+o00
Interpréter géométriquement (C};) admet une branche parabolique vers I'axe des ordon-
nées au voisinage de 400
’ h/ -
0.75 pt 2 - a) Montrons que pour tout = de |0, +oo] : f () = (z) 29<x)
x
f est dérivable sur ]0; 0] comme la somme de deux fonctions dérivable sur 0; 0]
Soit x € ]0;0[
1
—xx—1xIn(x)
! _ o1 X
f (1‘) =e€ - 72
_z?e" ! — (1 —In(x))
= po
/ h(z) — g(x)
£y ="
’ h -
Donc : pour tout x de |0, +oo[ : f (z) = (z) 29(:1:)
x
0.5 pt b) Dresser le tableau de variations de f sur |0, 00|
D’apres la partie I :
f(xr)<0 sur]o,1],
F=o,
f(z) >0 sur]l,+4oo|.
Donc f est décroissante sur |0, 1] puis croissante sur [1, 4+o00].
In1
Or:f(l):el_l—nT:eozl
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T 0 1 +o00
f(x) - 0 +
+00 +00
1

In
c) Déduisons que pour tout z de ]0, +o0[, e* 1 > 1+ i
x

D’apres le tableau de variations de f, la valeur minimale de f est 1.
Comme f(z) > f(1) =1

1
Alors e* 1 — e > 1.
€

1
Donc : e* 1 > 1+ e
z

3 - Montrons que I'équation f(x) = xz admet une solution « tel que :

3 3
g <a< 2 (On donne f(2) ~ 2,37 et f<§> ~ 1,38)

Soit w une fonction définie sur [;, 2} par : w(x) = f(z) —x

3 3 3 3
i) w est continue sur sur [2,2]. ii) Or : f <§> ~ 1.38, donc w <§> — =<0

2
et f(2) ~ 2.37, donc : f(2) —2>0.
D’apres théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = z admet une solution « telle

3
que:§<a<2.

4 - Soit ¢ la restriction de la fonction f sur 'intervalle [1, +o0]
a) Montrons que ¢ admet une fonction réciproque ¢! définie sur un intervalle J que I’on
déterminera.
(L’expression o' (x) n’est pas demandée.)
Comme f est continue sur [1,+o00], alors ¢ est continue sur [1, +o00[

Et f est strictement croissante sur [1, +o00[, alors ¢ est strictement croissante sur [1, 4o00|

Donc ¢ admet une fonction réciproque ¢~

! définie sur un intervalle J = ¢([1, +oo[) = f([1, +o0]).
Or:o(l)=f(1)=1 et ”lir+n p(x) = lim f(x)+ occ.

T—+00

’ Donc : J = [1,—1—00[.‘

b) Justifions que la fonction ¢! est strictement croissante sur I'intervalle J
Comme la fonction f est strictement croissante sur [1, +00]
Alors la fonction ¢ est strictement croissante sur [1, +oo[ et sa fonction réciproque ot

est également strictement croissante sur J.

Finalement la fonction ¢! est strictement croissante sur l'intervalle J

5 - Le graphique ci-dessous représente la courbe (C,) de la fonction ¢ et la droite (A) d’équation

y = x dans un repere orthonormé.
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a) Justifions graphiquement que pour tout = de [1, @]

b)

A | | |
B R """"""""" """"""""" """""""""""
(2)

PR E— A— B T
(G
24 ) S o

aboeeei |
s b s
: ! : :
N 3
B R e RS ... (R ASCRTITESTIRLSRETE SRRRTTRRTITIRTE-RLR
: ! : :
: | : :
: [ :
s Lo s
| o 3
4 e : >
i a9 3 1
e

Graphiquement, sur [1, o],

o) <z

la courbe (C,,

’ Donc : pour tout z de [1,

o] : p(z) <z

Déduisons que pour tout x

On a pour tout z de [1, o]

de [1,a] : o7l (2) > =

co(z) <z

) est située sous la droite (A) d’équation y = x.

Alors pour tout = de [1,a] : x < ¢(x); (Car  est strictement croissante sur [1, a])

Donc pour tout z de [1, o]

o) >z

Reproduisons la courbe (€,) et tragons la courbe (€,-1) de la fonction ¢! dans un méme

repere orthonormé.

A : :
ppe e
(4)
N Y 4 e
()
P TGy
T ‘ 3
F 70 6 N R
1 a 2 3 4
A
Partie II1
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Soit la suite numérique (u,,) définie par u, €]1,a[ et u,.; = ¢ '(u,), pour tout n de N.

1 - Montrons par récurrence que 1 < u,, < «, pour tout entier naturel n.
Initialisation :
i) Pour n =0 on a v, €1, af.
Donc la propriété est vraie au rang 0.
i1) Supposons : que 1 < u,, < o, pour tout n fixé de IN et montrons que : 1 < u, | < «
Comme : u, ;= ¢ (u,)
Or: ¢ l(x) >z sur [1,q]
Alors u, ., > u, > 1.; ( Car u, G]l,a[)
Donc u, .y = ¢~ (u,) < ¢~ (a).
Or:pa)=a = ¢ a)=a

Donc : 1 < wu,,; < a. iii) D’aprés principe de raisonnement par récurrence on a

’ 1 <wu, < a, pour tout entier naturel n‘

2 - Montrons que la suite (u,) est croissante.
D’apres question 5 — b Partie 11
>0

Pour tout n : ¢ (u,) > u,. < Uy > U, S Uy — U,

’ Donc la suite (u,,) est croissante. ‘

3 - Déduisons que la suite (u,,) est convergente et déterminons sa limite.

La suite (u,,) est croissante et majorée par .

’ Donc a suite (u,,) est convergente . ‘

déterminons limu,,

On a:

» u,. ., =¢ '(u,), pour tout n de N.

P o ! est continue sur |1, af

» o (L af) =] e[C]1,0f

» 1 <u, <a, pour tout entier naturel n

P (u,) est convergente vers [ la solution de I'équation ¢~ !(z) =z
D’apreés la courbe p '(z) =z z2=a ; ou z=1

Puisque (u,,) est croissante

’ Alors limu, = « ‘

FIN
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