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Exercice 1 : (2 pts)
0.5 pt 1 - a) Résolvons dans R ’équation ¢?® —4e” +3 =0
Onae? —4¢” +3=0< (")’ —4xe"+3=0
On effectue le changement d’inconnue ¢t = e”*
t=¢e"
Il vient e2* —4e® + 3 =0 <
2 —4t+3=0
On s’est ainsi ramené & la résolution de 1’équation du deuxiéme degré t? —4t +3 =0
Le discriminant de I'équation est A = (—4)> =4 x1x3=16—12=4>0
4—+/4 4 4
L’équation a deux racines réelles distinctes t; = vi =lett, = l[ =3
2x1 2x1
t=¢e"
Finalement e?* —4e* +3 =0 < SeP=1oue*=3
t=1out=3
Comme 1 > 0 et 3 > 0, alors I’équation proposée admet deux racines : | § = {0,In3} |.
0.5 pt b) Résolvons dans R I’inéquation e?* —4e” +3 <0
t=c¢e"
Onae® —4e*+3<0<
2 —4t+3<0
Etudions le signe du trinéme t2 — 4t + 3, les racines de ce trindme sont : 1 et 3
Par conséquent, nous obtenons le tableau de signe suivant :
t —00 1 3 +00
2 —4t+3 + 0 - 0 +
t=¢e" t=¢e"
Donc €2 —4e* 43 < 0 < = 1< <3< 0<x<In3
2 —4t+3<0 1<t<3
En conclusion, | § = [0,1n 3] |
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2 4e® 3
0.5 pt 2 - Calculons lim 62—€+
z—0 esr — 1 ) )
0 T —4e* +3 t*—4t+ 3
Posons t = e”, on at =¢€" = 1, donc lim e k. hmi—i_
z—0 e2r — 1 t—1  t2—1
Les racines du trindme ¢? — 4¢ + 3 sont : 1 et 3, donc t> —4t +3 = (t — 1) (¢t — 3)
t2 — 4t + 3 t—1)(t—3 t—3 =2
Donclimi—i_:im( ) >:im =—=-1
i1 t2—1 t=1 (t—1)(t+1) t=1t+1 2
2 4e® 3
D’Ofl lim e2—€+ =—1
z—0 e — 1

0.5 pt 3 - Montrons que ’équation e?* + ¢ + 4z = 0 admet une solution dans [—1,0].

Soit f: x = €2* + e + 42 définie sur R.

Montrons que I’équation f(z) = 0 admet une solution dans l'intervalle [—1, 0].

Les trois fonctions = — e, x > €* et x — 4z sont continues sur R

Donc f est continue sur R comme somme de fonctions usuelles continues sur R.
Etonaf(O):2>Oetf(—1):€i2+%—4<1+1—4:—2<0 (carelz<1eti<1)
Donc f est continue sur [—1,0] (car elle est continue sur R) et on a f(0) x f(—=1) <0

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0 admet au moins une

solution dans l'intervalle [—1, 0]

D’ou | équation €2* + e® + 4z = 0 admet une solution dans [—1,0]

Exercice 2 : (4 pts)

Soit (u,,) la suite numérique définie par u, = 5 et u, = 3u73 pour tout n de N.
0.25 pt 1 - Calculons u,
. . Uy, . Ug
On utilise la relation u,,,; = m pour n = 0 et on obtient uy,; = 3= 2ug
C’est a dire % = 1 d’ot L
irew; = ——=——=u, = ——— dolt |u; =~
PT3o2x I T T 23— !
1
0.5 pt 2 - Montrons par récurrence que 0 < u,, < 3 pour tout n de N
1 1 1 1
e Initialisation : On a uy = 3 et 0 < 3 < 3 donc 0 < uy < 3
1 1
e Hérédité : Soit n € N tel que 0 < u,, < —, montrons que 0 < u,, | < 3
1 1
OnaO<un§§:>—2x§§—2un<—2><O
=3-1<3—-2u,<3-0
N 1 < 1 < 1
3 3—2u, ~ 2
o . S 1 1 1 1
On multiplie membre a membre les deux inégalités 0 < u,, < —et - < ——— < —
2 3 3—2u, 2
1 Lo, LT 1
Don00x§<unxm§§><5cestad1re0<un+1§1d0u0<un+1§§
1
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence [0 < u,, < 3 pour tout n de N
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0.5 pt

0.5 pt

0.75 pt

U 1
3 - a) Montrons que -+l <2 pour tout n de N
n
U 1 U 1
Pour tout n de N on a —2L = Ui x — donc —2+L = pour tout n de N
Uy, 3—2u, yg Uy, 3—2u,
1

Et d’apres la question précédente, nous avons 0 < u,, < 5 pour tout n de N

1 1 1 1 u 1
Alors = < ———— < =, par conséquent — < —FL < = pour tout n de N

3—2u, ~— 2 3 Uy, 2
»on | Ungl 1
D’ou | /= < — pour tout n de N
un

b) Déduisons la monotonie de la suite (u,,)

1
D’aprés la question précédente, on a —+t 5 pour tout n de N
n
U,
Donc —* < 1 pour tout n de N
n
Puisque u,, > 0 pour tout n de N, alors uw,, X —— L < u, X1

un

Donc u,, ., < u,, pour tout n de N, d’ou ’la suite (u,,) est décroissante

n+1
4 - a) Montrons que 0 < u,, < (§> pour tout n de N, puis calculons limu,,

n+1
v Montrons que 0 < u,, < <§> pour tout n de N
m Premiere méthode (On utilise un raisonnement par récurrence)

1 1 0+1 0+1
e Initialisation : On a uy, = 3 et 0 < - < < > donc 0 < ug < <§>

2
n+1 1 n+2
e Hérédité : Soit n € N tel que 0 < u,, ( ) , montrons que 0 < u,, ; < <§>
D’apres la question 3-b) on a 0 < §
n+1 1
On multiplie membre & membre les inégalités 0 < u,, ( ) et 0 < Ent1 < 3
un

U 1 n+1 1 n+2
Donc 0 x 0 < yg % "“g(—) x = dou 0 < u,, ()

Uy 2 2

1

n+1
e Conclusion : D’apres le principe de récurrence | 0 < u,, < (5) pour tout n de N

m Deuxieme méthode

1
Ona0 < tntl < 5 pour tout n de N, alors :
u']’l
1
0< )
uy 2
1
0 < % < _
U, 2
............. 1\ "+
On multiplie donc : 0 < % % . X i x Sntl < <7>
............. o wt " et Yi 2
1
0<—m <=
Uy, 1 2
0 < un+1 gl
U, 2
U n+1 n+1
Donc (0 < —2+1 < <§> c’est a dire 0 < u,, . <ugy x <§> pour tout n € N
U
0 1 n+2 1 n+1
Alors (VneN) 0 <wu, ; < <§> , par conséquent (Vn € N*) 0 < u,, < <§>
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1 1 0+1 1 n+1
Et puisque 0 < uy = 3 < <§> alors |0 < u,, < <§) pour tout n de N

v Calculons lim u,
n—-+00

1 1 n+1
Puisque —1 < 3 < 1 alors lim <2> =0

n—+oo

n+1
Et comme 0 < u,, < <§> pour tout n de N

Alors d’apes le théoreme des gendarmes | lim wu, =0
n—r+0<

0.5 pt b) Calculons lir+n v,, ou v, =In (3 —2u,) pour tout n de N
n—+0oo
Ona lim u, =0alors lim 3—2u, =3
n—+oo n—-+00
Et la fonction z = Inz est continue sur |0, +oo[ alors elle est continue en 3
Donc lim v, = lim In(3 —2u,)=In ( lim 3 — 2un> d’ou| lim v, =In3
n—+00 n—+oo n—+oo n—-+00
1
0.5 pt 5 - a) Vérifions que —1=3 ( — 1) pour tout n de N
Up41 n 3 9
Pour tout n de N on a : 1=2""
Unt1 Up,
3
=——-2-1
un
1
i)
uTL
1 1
Donc —1=3——1| pour tout n de N
Upt1 n
0.5 pt b) Déduisons u, en fonction de n pour tout n de N
m Premiere méthode
1
Soit (cv,) la suite définie par «,, = — — 1 pour tout n de N
u
Onaa,, = —lalors o,y =3 ( - 1), par conséquent v, ., = 3a,,
Up41 Up,
Cela signifie que («,) est une suite géométrique de raison g = 3
1
Et de premier terme ay = — —1=2—-1=1
Ug
1 1
Donc «,, = 3" pour tout n de N, et puisque o,, = — — 1 alors — —1 = 3"
n un
. 1 . 1
Par conséquent — = 3" + 1, d’ou |u,, = pour tout n de N
U, 3" +1
m Deuxieme méthode
1
On a —1:3(—1> pour tout n de N, donc :
n+1 n
1 1
}K//ézf:=3 (—-1)
! T
}k//£<f——3 — 1
2 1 ) )
............. > On multiplie membre & membre, alors : —1 = 3nt! < — 1)
1 Up i1 Ug
—<1=3
1
—1=3
Unt1
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0.75 pt

0.25 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

1 1
DOHC KH = 3n+1 (2 — 1) + 1 C’est 51 dire ’I,L,n+1 = W pour tout n de D\I
Done (Vn € N¥) L o L ot fout 7 de N
11 = = — = = r
onc n U, 3011 el Ug B 30 1 ou | u,, 3n 11 pour tout n ae

Exercice 3 : (5 pts)

1 - Résolvons I’équation 22 — v/3z + 1 = 0 dans I’ensemble C
2
Le discriminant de ’équation est : A = (—\/§> —4x1x1=3—-4=-1<0

Donc I'équation admet deux solutions complexes conjuguées sont :

V3 —i B+

et 2o =72, =
9 2 1

21:

|5
+
~—

N

D’ou I’ensemble des solutions de I’équation est : | S = {

2 - Soient les nombres complexes a = €'5 et b= — +i

oS | elS |

N W

a) Ecrivons a sous forme algébrique

(71') V3
. cos(—=) =—
Ona:a:elézcos(%)%—isin(g) et . 6 f

2

o(5)-

V3 o1,

Donc a:——kfz

b) Vérifions que ab =

On aab= (—z) (;_H\gg)
0, §-0

4
Donc |ab = V3

3 - Montrons que le point B (b) est I'image du point A (a) par une homothétie h de
centre O dont on déterminera le rapport
On a a = ¢'é donc |a| =1 d’ott aa = 1 (car 2z = 2> pour tout nombre complexe 2)

D’aprés la question précédente, on a : ab = V3 < aab = av3
1

sb=aV3

< OB=+3 04

Donc | B est 'image de A par 'homothétie h de cenre O et de rapport k = v/3

4 - M’ (7)) Pimage de M (z) par la rotation R de centre A et d’angle g

a) Ecrivons 2’ en fonction de z et a
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0.25 pt

0.5 pt

0.75 pt

Ona:R(M)=M &2 —a=e¢%(z—a)
&2 =i(z—a)+a

&Y =iz—ia+a

Donc’z’:iz—ia—ka‘

b) Soit D (d) I'image de C(a) par la rotation R, montrons que d =a + 1
Ona:R(C)=D<d=ia—ia+a

Sd=i(a—a)

coni (353

Sd=ix(—i)+a
Sd=1+a
Donc
c) Soit I le point d’affixe le nombre 1, montrons que ADJIO est un losange
D’apres la question précédenteona:d=a+1alorsd—a=1—-0
Par conséquent AD = OI, cela signifie que ADIO est un parallélogramme (%)
D’autre part AD = |d —a| =[1| =1 et OA = |a| = [¢'6| = 1 donc AD = OA (%)

De (x) et (x%) on a ADIO est un parallélogramme qui a deux cotés consécutifs égaux

D’ou ’ADIO est un losange‘

V3—1
2

—1
v Vérifions que d — b = \/32 (1—1)

5 - a) Vérifions que d—b =

(1—1i), et déduisons un argument du nombre d—b

Ona:d—b=a+1-0

:£+1i+1f§f£i
2 2 2 2
3 2 1 3.1

_ V3.2 1 V3 1
2 2 2 2 2

_ V-1 (VB 1

2 2 2

_\/3—1_\/§—1i

2 2
—1

Donc d—b:\/g2 (1—1)

v Déduisons un argument du nombre d — b

1 1
Ona|1—i|:\@d0nczl—i:\/§<—i>

NCR
(2 3)
= V2 (cos (=) +isin (=)
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0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

0.5 pt

= —g [27] et on a

Donc arg (1 — 1)

\/32_1 € R = arg <\/§2_1) = 0 [27]

3—1
Par conséquent arg (d — b) = arg <f2 ) + (1 —1)[27]
D’ou |arg (d —b) = —Z [27]
b) Ecrivons le nombre 1 — b sous forme trigonométrique
3 3 3 3
Onab:f—kiidonc:l—b:l—f—ii
2 2 2 2
_ Lo,
22

= —cos (g) —¢sin (g)

= cos 7T+E +isin 7T+E
(73 ;

= cos (?) + 7 sin (4??)

Dou|l—b = cos (4;) + 2sin (M>

3

c¢) Déduisons une mesure de ’angle (fﬁ, ﬁ)

On a (FI, ﬁ) = arg (H) [27]

arg (d —b) —arg (1 — b) [27]

T A4m
=-2_-"p
1 3 2

= - 127

19
= _T; +2r[27]
5
= 2T 127]
12

5 = =,
D’ou 1—7; est une mesure de I'angle <BI7 BD)

Exercice 4 : (8 pts)

flx)=2xlnx—2z; x>0
Soit la fonction f définie sur [0, 400 par

f(0)=0

1 - Montrons que f est continue a droite au point 0

Ona lim f(z)= lim 2zxlnz — 2z =0 (car lim zlnz =0)
z—07t z—0*t z—0*t

Donc li%l+ f(x) = f(0) cela signifie que ’ f est continue a droite au point 0
T—

2 - a) Calculons lim f(z)

T—+00
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Ona lim f(z)= lim 2zxlnz—2z
T—+00 T—+00

= lim 2z (Inxz—1)
T—+400

=400 (car lim Inz =400 )
T—+00

Dou| lim f(z)=4oc0

T—+00

0.5 pt b) Calculons 1ir+n f(ac), puis interprétons géométriquement le résultat
r—+o0o I
v Calculons lim @
T—+00 €T
2zlnx — 2
Ona lim 1&) — py 2hoe—2e
T——+00 €T T—+00 xX
. 2¢Inx 2%
= lim - =
r—+oo ¥ x
= lim 2lnz —2
T—+00
=400 (car lim Inz =400
T—+00
D’ou| lim 1) = +o00
T—+00 X
v Interprétons géométriquement le résultat
Puisque lim f(x) =+oo et lim () = +00
T—+00 T—+00 €T
Alors (C’ f) admet une branche parabolique de direction I'axe (Oy) au voisinage de + oo
0.75 pt 3 - a) Calculons lirg M et interprétons géométriquement le résultat
z—0t T
v Calculons lim 1)
=0t X
2zlnx — 2
Ona lim 1) _ ppy, 2xne—2e
=0t X z—0T x
. 22Inx 2%
= lim - =
z—0t & x
= lim 2lnx — 2
z—0*
= —00 (car lim Inz = —oc0 )
z—07"
D’ou | lim @ =—
z—0t X
v Interprétons géométriquement le résultat
: . - flx) = f(0)
P 1 =— 1 lim ——————= = —
uisque lim f(x) 00 alors lim ———
Par conséquent f n’est pas dérivable a droite au point 0
Et (C’ f) admet une demi-tangente verticale au point O (0,0) a droite dirigée vers le bas
0.5 pt b) Calculons f’ (z) pour tout x de |0, +o0]
La fonction polynéme z — 2x est dérivable sur R donc elle est dérivable sur |0, +00]
Et x = Inz est une fonction logarithme népérien donc dérivable sur ]0, +o00[
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0.5 pt

0.5 pt

1 pt

Donc f est dérivable sur ]0, +00[ comme différence et produit de deux fonctions dérivables
Et pour tout = de ]0, +oo[ on a : f’ (z) = (2zInz — 2z)’

1
=2xInz+2zx - -2
x

=2lnx+2—72
D’ou ’ 1/ (z) = 2Inz pour tout = de ]0, +oo[‘

c) Dressons le tableau de variations de la fonction f sur [0, +o0[
Le signe de f’ (x) est celui de Inz

Etonsait quelnzr <0< 0<z<l, nzx>0<x>letlher=0cxr=1

T 0 1 400
1 (x) - 0 +
0 +00
F@) \ /
—2
4 - a) Résolvons dans ’'intervalle |0, +o0o| les équations f(z) =0 et f(z) ==z
v Résolvons f(r) =0 dans |0, 00| v Résolvons f(z) =z dans ]0, +o0|
Ona f(r)=0<2zxlnx —2x =0 Ona f(z)=rz<2zlnr—2x==x
< 2r(lnx—1)=0 < 2zxlnx —3x=0
<2r=00ulnz—1=0 < zr(2lnx—3)=0

1

S 2r=0o0ueh® =¢ @x:Ooulnm:g

3
szrz=0ouzx=ce S r=0ouzxz=cez2

Puisque 0 £]0, +-oof et e €]0, +oo] Puisque 0 ¢]0, 400 et e2 €]0, +00]

Alors ’ensemble des solutions de f(z) =0 Alors Pensemble des solutions de f(z) = x

dans ]0, 00| est dans |0, 4+o00[ est | Sy = {e%}

b) Construisons la courbe ((?f) dans un repére orthonormé ((9,{, j>
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5 41
S
4 41
3 41
2 £
1 41
1 1 2 f3 4e2 5 6
17 :
_9 - ‘
‘ L+e? oo . :
0.5 pt 5 - a) Montrons que rzlnz dr = , & ’aide d’une intégration par parties
1

1

Soient : u(z) =lnz = u' (z) = —

x

/7 w2

v (x):xév(x):?

e 72 € e 2
Doncona:/xln:z:dx:[2><lnx] — ?x dx
1

2 2
_62 1[3:2]6
2 21 2 L
et 1 (e 17
2 2\2 2
_2¢? 62+1
4 4 4
e 1 2
D’ou / zlnx dz = te
| 4
e
0.5 pt b) Déduisons/ f(z)dx

1
Ona:/lf(ac)dac:/l (2zInz — 2x) dx

:2/ xlnxdm—/ 2x dx
1 1
1—|—62_[x2]e
1
1+ e2

= —e24+1
5 e +
14+e2—22+2

2

=2X
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_3—62
2

D’ou /ef(x) dz
1

0.25 pt 6 - a) Déterminons le minimum de f sur ]0,4o00[
La fonction f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1,4o00|

Donc fadmet un minimum au point 1 est f(1) = —2

D’ou ’le minimum de f sur ]0,4+o00[ est — 2‘

0,5 pt b) Déduisons que Inz > :UT pour tout z de |0, +o0|
D’apres la question précédente —2 est le minimum de la fonction f sur |0, +o0]
Donc pour tout z de ]0,+oo[,ona: f(z) > -2 < 2zlnzr — 2z > —2
S zlhne—a> -1
Szlhher>x—1

rz—1
< Ineg > ——
T

—1
Dot |lnz > =~ pour tout z de ]0, +o0]
x

7 - Soit g la restriction de la fonction f a I’intervalle [1, +o0]

0.5 pt a) Montrons que la fonction g admet une fonction réciproque g—! définie sur un
intervalle 7 qu’on déterminera

v Montrons que la fonction g admet une fonction réciproque ¢!

D’aprés la question 3- f est dérivable sur |0, 4+o0o[ donc elle est continue sur ]0, +oo[
D’ott g est continue sur |1, +o00[ (%)

Et puisque f est strictement croissante sur [1, +00]

Alors g est strictement monotone (%)

De (%) et (%) on déduit que | g admet une fonction réciproque g—!

v Déterminons le domaine de définition J de la fonction réciproque ¢!

La fonction réciproque g=! est définie sur J = g ([1, +o0|)

=9, lim_g()

T—+00
= [—2,+o0]
D’oti | g1 est définie sur J = [—2, +-o0|
0.75 pt b) Construisons la courbe représentative de la fonction g~! dans le méme repére
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0.5 pt

0.5 pt

h(z) =3+ 3z ;

8 - On considere la fonction h définie sur R par

a)

b)

h(z)=2xlnx —2z ;

Etudions la continuité de la fonction » au point 0

Onah(0)=0>+3x0=0et lim h(x)= lim 23+ 3z =0

x—0~ rz—0~

D’aprés la question 1- on a lim h(z) = lim f(z) =0
z—0" z—0T

Donc lim h(z) = lim h(z) = h(0)

x—0" z—0~

D’ou ’ h est continue au point 0‘

x>0

Etudions la dérivabilité de la fonction h & gauche au point 0 puis interprétons

le résultat géométriquement

v Etudions la dérivabilité de la fonction h & gauche au point 0

_ 3
Ona: lim P& —hO) _ . 2" +3
x—0— €T — 0 z—0~ €T

= lim 22+ 3
z—0~

=3

Donc | h est dérivable & gauche au point 0 et hy (0) = 3 ‘

v Interprétons le résultat géométriquement

Puisque h est dérivable au point 0 a gauche et h} (0) =3
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0.25 pt

Alors’ (C},) admet une demi-tangente au point O (0,0) a gauche de coefficient directeur 3

c) Etudions la dérivabilité de la fonction h au point 0
D’aprés la question 3-a) la fonction f n’est pas dérivable en 0 & droite

Et puisque h (z) = f(x) pour tout = > 0, alors h aussi n’est pas dérivable en 0 & droite

D’ou ’ h n’est pas dérivable au point 0 ‘
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