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لیكن ' 2, ,z z                     لدینا                                          ' ' 0M z M z M z M z M      
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  Eتبادلي في    إذن
  

z      لیكن      E     لدینا                                                        0 0 0M z M M z M M M z       

   Eتبادلي في  و
ھو  Eعنصر محاید في   لإذن  0M   

المعادلة  Eلنحل في  zلیكن      ' 0M z M z M   حیث 'M zھو المجھول  
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   Eتبادلي في  و  

إذن لكل عنصر  M z  منE  مماثل بالنسبة ل  و      '
2. 0M z M M z    
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                              ' ' ' 'M xx yy i xy x y                                                                                              

                   

                              'z z     

        نستنتج أن        ' 2 ' ', ;z z z z z z           

                         

                                                      من تشاكل  ,  نحو  ,E   
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  Eو الضرب تبادلي في 
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نضع ) أ -2  2/ ,z x iy x y    و لتكنM  صورةz  المستوى العقديفي 

                                                          1 1 1 3
2 2

M D z az x iy i x iy         

           

 2 2 3 3

2 3 3 0
3 0

2 3 3 3 0

x iy x y i x y

x x y x y
x y

y x y x y

     

          
       

  

 المستقیم معادلة                                                   إذن D 3ھي 0x y   
  

النقطة  3,1B  تحقق معادلة D إذن B D   

لدینا ) ب  2
2 2

z b z bz b


 
   

لنبین أن 
2

'

2 b
z bz b




   

                              لدینا          ' 2 2 2 22 2 2 2z b b z b az b b z b b a b z b bb                  
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لیكن  )ج z b   لدینا  

                                                              
2

2 2' '

2 2b z b b
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
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             

                  
           

      
   



  

  

نقطتین مختلفتین من  Bو  Oو بما أن    D  نستنتج أن:  

 المستقیم                                               D الزاویة منصف ھو 
',BM BM 

 
 


   

  التمرین الرابع 
  

) أ -1   
0 0

lim lim lnnx x

nf x x
x  

      إذن محور الأراتیب مقارب ل nC 

   lim lim lnnx x

nf x x
x 

     و
   

2

ln
lim lim 0n

x x

f x x n
x x x 

    

إذن ل  nC فرع شلجمي في اتجاه محور الأفاصیل بجوار  

قابلة للاشتقاق على  nfالدالة ) ب        0,  و    '
2 2

10, ; n x nx f x
x x x


        

                    n وx موجبین قطعا إذنnf  تزایدیة قطعا على 0,   

  كما یلي nfو منھ جدول تغیرات 

  
   0  x   

                             'f x
  

     
  

   

   f x   
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)  ج 2C  2مبیانf   

               
  

2- nf  متصلة و تزایدیة قطعا على 0,   إذنnf  تقابل من 0, نحو  0,nf  

و لدینا         
0

0, lim , lim ,n n nxx
f f x f x

 

        


  
  

 من تقابل nf                                                و منھ 0,نحو    
  

تقابل من  nfبما أن ) أ - -3 0, نحو  0و سابق وحید   0فإن لn  بnf  من المجال 0, 
4-   

                                     إذن     ; ! 0, / 0n n nn f         

  
  
  

  لدینا   )    ب        

                                                                
  

       1

0,

1 1ln lnn n

x

n nf x f x x x
x x x

  


      

   

  

                                         إذن        10, ; n nx f x f x     
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)                                             ج     , 0,nn       

) ب - 3إذن حسب السؤال      1 1 1n n n nf f     

وبما أن      1 1 0n n n nf f     وnf  تزایدیة قطعا على 0,   

فإن        1 1 1 1 1n n n n n n n n n nf f f f               
  

 المتتالیة                                                   نستنتج أن   1n n



  قطعا تزایدیة 

 
نضع ) أ -5  lnx x x    

    ' 1 10, ; 1 xx x
x x

 
        

تزایدیة قطعا على  إذن  1,  و تناقصیة قطعا على 0,1   

منھ    0 < 1 1x x        و   1 1x x      

و بما أن  1 1   فإن    0, ; 1x x     و منھ    0, ; 0x x   
  

  

                                   نستنتج أن    0, ; lnx x x   
  

  

nلیكن) ب                                          لدینا   0 lnn n n
n

nf  


    

و بما أن  ; 0 lnn n nn         فإن ; n
n

nn 


    ومنھ ; nn n    

limلدینا 
n

n


   إذن                             lim nn



    

  
متصلة على  nfلدینا ) أ -6 0,   و   1, 0,n n       إذنnf متصلة على 1,n n   

من ncجد والمتوسط یومنھ حسب مبرھنة  1,n n   ث یبح   1

1

1 n

n
n n n

n n

f x dx f c


 





    

                                              نستنتج أن   ; n n nn I f c     

  

لدینا                                                           ) ب       
 

     1 1

;

n n n n n n n n n

n

c f f c f   



 

 

    


  

   1 1 1
1

10 lnn n n
n

nf  
  



 
   

 
                1

1

0 lnn n
n

nI 




     

                                                                                      
1 1

10 n
n n

n nI
  


     

                                                                                                    
1

10 n
n

I
 

    
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                                             ومنھ    
1

1;0 n
n

n I






     

    
1limبما أن ) ج nn

 
    

lim                                                                فإن nn
I

  
  

��خامسالتمرین ال
  

دالة ال) أ )1
1

ln
t

t
  متصلة على ,n   وng  ھي أصلیتھا التي تنعدم عندn  

 
  ngنستنتج أن 

 على للاشتقاق ابلةق                     ,n  و     ' 1, ;
lnnx n g x
x

      

  
من   xلكل ) ب          ,n   لدیناln 0x   و منھ    ', ; 0nx n g x   

  
  

                       إذن            
 على قطعا تزایدیة ngالدالة                                          ,n   

  
لدینا ) أ )2   ;ln 1x x x     

1xإذن بوضع  t   نحصل على    1, ;ln 1t t t      

من  tلیكن  ,n   
1t                          لدینا                                                                                        n t     

                                                                                                             ln 1t t                              

                                       
 
1 1

ln 1t t
 


  

                                                                           
 
1 1

ln 1
x x

n n
dt dt

t t
 

 
   

  

                                                                                                       , ln( 1) x
n n
g x t              

                                                                                                        ,
1ln( )
1n

xg x
n


 


   

                           و منھ   

                                            1; ln
1n

xx n g x
n
        
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لدینا ) ب  
1lim ln
1x

x
n

     
و      1; ln

1n
xx n g x
n
      

  إذن حسب خاصیات النھایات و الترتیب  

  

                                                          
 lim nx

g x


    

  
قابلة للاشتقاق على  ng) أ )3 ,n   ىعل ةإذن فھي متصل) أ) 1حسب ,n  

تزایدیة قطعا على  ngو  ,n   

تقابل من   ngإذن  ,n   نحو  ,ng n   

  و لدینا        , , lim 0,n n nx
g n g n g x


       

 
 

 0,  نحو ,n  تقابل من   ng                  نستنتج أن                   
     

تقابل من ng  بما أن  ) ب   ,n    نحو   0,  و 1 0,   سابق وحید ب  1فإن لng  في ,n  نرمز لھ بnu  

نستنج أن    2 ; ! : 1n n nn u n g u      أي  
  

                                              12 ; ! : 1
lnt

nu

n n
n u n      

2n لیكن ) أ )4                                           لدینا
1 11

1

1 1 1 1
ln ln ln ln

n n

n n

u n n u

u u n n
dt dt dt dt
t t t t

 


        

 

                               

1

1

11 1
ln

1
ln

n

n

n

n

dt
t

dt
t





   






                        

إذن                                             1 11 12 ;
ln ln

n

n

u n

u n
n dt dt

t t
 

      

  

لدینا                                                            ) ب         1

1
1 12 ;

ln ln
n nu u

n n n n n n
n g u g u dt dt

t t


        

      

1

1

1

1 1
ln ln
1

ln
1

ln

n

n

n

n

u n

n u

u

u

n

n

dt dt
t t

dt
t

dt
t







 





 




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tلكل    n   لدینا
1 0

ln t
   إذن

1 1 0
ln

n

n
dt
t


  ومنھ     12 ; 0n n n nn g u g u     

تزایدیة قطعا على  ngوبما أن  ,n  فإن              

 المتتالیة                                                            2n n
u


   قطعا تزایدیة 

   
لدینا ) ج 2 ; nn u n    وlim

n
n


    

  
lim                                                       إذن  nn

u


    

  
  
  
  

  




