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Exercice 1 (12 points)

Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f,, définie sur R par :

—2e”
n - +
o) = o
Soit (C,,) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, 7). (On prendra |i| = ||| = lcm)
Partie | :
@ (@ Calculer lim (f,(x) —nx + 2) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu. (0.5pt)

r—r-+00

£9e7
lim (f,(z) —nz+2)= lim < €I+7”LZE—7IJZ'+2)

—92e”*
= lim ( c + 2>
z—4o0 \ 1 + €7

‘ ( 2 )
= Jim
z—+o00 \ 1 + €%

= (

T—+00

Donc :  lim (fn( )—nx+2>:0

D'ou : la courbe C), admet une asymptote d'équation y = nz — 2 au voisinage de +o0.

@ Montrer que la courbe (C),).admet, en —oo, une asymptote (4A,,) dont on déterminera une équation
cartésienne. (0.5pt)

. ) —2e* 0
xkr—noofo(x) _a:gr—noo (1+€$) N <1+0) N

D'ou : la courbe C),, admet une asymptote (Ag) d'équation y = 0 au voisinage de —o0

e Sin =0, alors :

e Sin>1,alorsona:

. ) —2e* 0
$§gjh@%—;y;(l+€¢+m0 (1+0+<_°°>)__OO

1 —2¢*
lim fn (7) = lim [ — ¢ +n)]=(0x Y +n)=n
T——00 €T z——oco \ 1 + e% 1+0

On a:

On a:

. . —2e” . —2¢e”

D'ou : la courbe (), admet une asymptote (4,) d'équation y = nx au voisinage de —oco
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@ @ Montrer que la fonction f,, est dérivable sur R et que : (0.5pt)

—2e”

——+n
(14 ev)?

(Vz eR); fl(z)=

n

Ona:zwr— —2€% x+— 1+ ¢e* et x — nz sont des fonctions dérivable sur R comme somme et
produit des fonctions dérivable sur R. Or 1 + ¢* # 0, Vo € R,

D’ou : la fonction f,, est dérivable sur R comme somme, produit et quotient des fonction déri-
vable sur R et pour tout z de R, on a :

—2e” (14 €*) 4 2e*e”

!
€T =
fn( ) (1+6x)2
—26% — 2% 4 Qe 4
— n
(1+ev)”
—2e” L
=——+n
(1+ev)?
D'ou : (‘V’:EGR) ; f’(x)—i+n
' P (14 e2)?
(b) Montrer que : (Vz € R) ;—43)%,—2 <1 (0.5pt)
(L+e7)
On a:
4e” - 4e* ~ (14 ")
(1 4 e=) (14 e)?
< 4e* — 1 — 2e* + e**
(1+e)’
_ —142e" e
(1+ev)”
—(1 — e*)?
_ U=y g
(14 e®)
4 x
Dol : (V;L‘E]R) ;%Sl
(14 e®)
(c) En déduire le sens de variation de la fonction f, sur R. (0.5pt)
(On distinguera les deux cas : n =0 et n > 1)
. , —2e”
e Sin=0 alors:Vzx e R; fi(z) = ——= <0,
(14e7)
D'ou : pour n = 0, la fonction f; est décroissante sur R.
e Sin>1,ona:
4e* —2e* —1
(1+e) (T+ey =2
—2e* > —1 L
e — n —_—
(14 ex)? 2
1
& f(x) =20
Dou : pour tout entier n > 1, la fonction f,, est croissante sur R.
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@ @ Déterminer I'équation de la tangente a la courbe (C),) au point I d’abscisse 0

Soit (7") la tangente a la courbe (C),) au point 1(0; —1), (car f,(0) = —1), alors :

ST (P

(b) Montrer que le point I est le seul point d'inflexion de la courbe (C,,)
La fonction f] est dérivable sur R et pour tout = de R on a:

_eac 6932 ex ez ex
() = 2e"(14¢%)" +2e" (2 (1 +e”) e”)

(14 ev)*
_ —2e" (14 €%) +4e*  —2e” — 2’4 4e?”
e’ ey
2" (e” —1)
R
Donc :
fl(x)=0&2¢"(e"=1)=0
Sef—1=0
Set =1
& =10
Sixz >0, alors e > 1, alors ¢* — 1 > 0, alors w > 0, alors f"(x) >0
(14 er)? "
Siz <0, alors e* < 1, alors e* — 1 < 0, alors w <0, alors f"(x) <0
(1+e7)3
Donc f/(x) change de signe au voisinage de 0.
D'ou: le point 1(0; —1) est le seul point d'inflexion de la courbe (C,,).

@ Représenter graphiquement dans le méme repére, les deux courbes (Cp) et (Cs).

(0.5pt)

(0.5pt)

(0.5pt)
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@ Pour tout réel t > 0, on pose A(t) I'aire du domaine plan limité par (C),) et les droites d'équations
respectives : y =nr —2,x =0etx =1

(@) Calculer A(t) pour tout t > 0 (0.5pt)

A@F5Afﬂm—nx+wx

t

—9e"

:/ ¢ +nx — nx + 2dz
0 1+€x

t

t —2¢%
= +2dx:[—21n(1+ex)+2x
0 1 + e*

= —2In(1+€")+2t+2In(2)

2t + 21 2
= n
1+ et

0

Dou: A(t)=2t+2In cm? www.elmaths.com
1+et
(b) Calculer t£+mooz4(t) (0.5pt)
. o . _ t
Jim A() = lim (=2In (1F ¢f) + 2t + 2In2)
T t _ ¢
*tlgnoo 2(ln(1—|—e) ln(e))+ln4
1 t
= lim —2ln( +6)+ln4
t—-+o0 et
] 1
= A0 RS (1 + —t) +1In4
t——+o0 e
=-—2In(1+0)+1In4
=ln4d

Dot :  lim A(t) =In4cm?

t——+o0
Partie Il : On considére la suite (“n)nzo définie par :ug =0 et (VneN); wu,1 = fo(uyn)

@ (@) Montrer que I'équation fy(x) =  admet une unique solution o dans R (0.5pt)

Pour tout = de R, on considere la fonction : g(x) = fo(x) — 2. On a la fonction ¢ est continue et
dérivable sur R et on a :

—2e*
()= filz) - 1= —=—-1<0
g'(z) = folx) (1+ e7)2
Donc la fonction ¢ est strictement décroissante sur R
Comme lim g (z) =400 >0 et liril g(z) = —00 <0, donc 0 €] — o0, +00
T—>—00 T—>+00

D'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation g(x) = 0 admet une unique solution «
dans R, d'ou : I'équation fy(z) = x admet une unique solution « dans R

1
(b) Montrer que : (Vo € R); fé(x)‘ < 5 (0.5pt)
—2e” 2e”
Pour tout z de R, on a : f}, () = ——, donc ’x’:—
Fo0) = e Bone [0 =

4/11



HPI5
minalogo


D'apres la question 1)2)b), on a pour tout = de R

4e” 2e” 1 , 1
o s1e 2o <R <5
(1+4e2) (14e%)” 2 2
1
D'ou : (Va: € R); jid (x)‘ < 5
1
@ (@ Montrer que : (Vn € N);  |upqy — a) < 5 |un — Oé‘ (0.5pt)

Posons : m = min {a,un} et M = max {047%}-

La fonction f; est continue sur [m, M] et dérivable sur }m, M[ alors : (Elc € }m, MD tel que :

o) = fo @) | = s = o [ @
Puisque - |75(c)] < 3. alors - | oy () — o (0)] < 3Jun ol
D'oi - (vn e N); i1 —a( < % un—a)
® En déduire que : (Vn € N); |un — a < <%>n o (0.5pt)

1 n
Si (VneN); w,=q,alors: |u, —a]=0< <§) lal

1
Supposons que u,, # « pour tout entier n. Ona: (Vn €N); |u,1 —al < 3 |u, — «, alors :

1
Wﬁwﬂ§§hm—ﬂ
1
MS§M
1\" 1\"
: ®=>|un—a|§(§) |u0—a|:>|un—a|§<§) ||

1
——aq| < Zfi—
Uy o < Slu Q
1
lup, — ] < =Jup—T=2q
2 y,
1 n
Donc : (VnEN); un—a’ < <§> oz‘
(c) Montrer que la suite (uy),, converge vers « (0.5pt)
1\" 1\"
Puisque : |u,, — a| < <—> laf, Or lim (—) =0, alors: lim |u, —a| =0,
2 n—+oo \ 2 n—+o00
D'ou : lim wu, =«
n—-+00
Partie Ill : On suppose dans cette partie que n > 2
@ @ Montrer que pour tout entier n > 2, 3! z,, € R solution de I'équation f,(x) =0 (0.5pt)
Pour tout = de R, la fonction f,, est continue et dérivable sur R et on a :
—2e*
") = ———=—n<0 carn>2
fn<x> (1 +€x)2 n n=
Donc la fonction f,, est strictement décroissante sur RR.
Comme lim f(z)=—-00<0 et lir+n f(x) =+00 >0, donc 0 €] — oo, 00|
Tr—r—00 T—r+00

D'apres le théoreme des valeurs intermédiaires en déduire que :
I'équation f,(z) = 0 admet une unique solution z,, dans R.
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@ Montrer que pour tout entier n > 2,

Ona:
fn (0) =
fn (1) =

—2¢e0
1+¢€°
—2e!
1+4el

+nx0=

—2e
+nx1=
1+e

O<z,<1

2
(On prendra . je < 1.47) (0.5pt)

—2
—Z—_1<0

—147+2=053>0

Donc : f,, (0) x f, (1) <0, dou :

pour tout entier n > 2 :

@ @ Montrer que pour tout entier n. > 2, f, 11 (z,) >0

Ona:

—2e*n
1+ e®n

fn-‘rl (xn) = +(n+1) xn®fn+1 Tp

= fn—i—l T,
= fn+1 T,

fn—{—l (En) >0

(b) En déduire que la suite (z,,),,-, est strictement décroissante.

Ona:

(xn)
<:>fn+1(xn)
()
(#n)

Puisque : Vn > 2, x, >0, alors: Vn > 2,

f (Zlfn) - O < fn+l ( n+1) 0

Donc :

St @ni1) — for1 k@) = 0 — foia (7)) =

fn—H (In

Donc : fn—H (xn-i-l) -

Dot :  la suite (z,,),., est strictement décroissante
() Montrer que la suite (), est convergente.
On a la suite (z,),,, est décroissante et minoré par 0,
D'ou :

la suite (z,,),, est convergente

1 1(26)
<z, < -
n n\l+e

—2e"n
14 e
2e*

On considére la fonction h (z) = T =
efL‘

@ (@) Montrer que pour tout entier n > 2,
Ona:

fn(x

n)=0&

sur R, alors :

1
Jo (x0) + 2y
0
Ty

+nx, =0 nx, =

O<z,<1

Tn

+nr, +x,
+ e*n

T

_fn+1 ('rn) <0

) <0, alors : foi1 (Tnt1) < fogr (20)
Pour tout entier n > 2, la fonction f;, est croissante sur R, alors :

Tn+1 < Zn

2e*n

14 e

0<z, <1< h(0)<h(z,) <h(l)

2e"n 2e
S 1<

<
14e 14
2e

1+e

S 1<nx, <

(&

1 1(26
& — <z, < —

(0.5pt)

(0.5pt)

(0.5pt)

(0.5pt)

—fo (x), alors h est continue dérivable et croissante
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(b) En déduire lim z,, puis montrer que lim nx, =1 (0.5pt)

n—-+o0o n—-+4o0o
1 1 2 1 1 2
Puisque : — < x, < — € et lim — = lim — ¢ =0,
n n\l+e z—+oon  z—toom \1+e
D'ou : lim z,=0
T—r+00

On a: nx, = h(z,), h(z) est continue et x,, est convergente, alors :

Tr——+00 Tr——+00 r—r—+00

lim nz, = lim h(xn):h< lim mn> =h(0)=1

D'ou : lim nx, =1
T—+00
@ @ Montrer que pour tout entier n > 2, on a : x,, < X9 (0.5pt)
On a la suite (u,),>2 est décroissante.
D'ou : pour tout entier n > 2, ona: x, < 1
(b) En déduire lim (z,)" (0.5pt)
n—o0o
Ona:
O<z, <23 0<2, < e 2
T, < Ty <o
? 2\1+e
S 0< ()" < <\
Ly
1+e
Puisque ¢ < 1, alors: lim £ =0
1+e z—+oo \ 1+ €
D'ou : lim z, =0
T—r+00
| Exercice 2 (4 points)
Soient a, b et ¢ trois nombres complexes non nuls tel que : a + b # ¢
@ (@) Résoudre dans I'ensemble C I'équation d'inconnue z; (0.5pt)

(E): 22— (a+b+c)z+cla+b) =0

Le discriminant A de I'équation (F) est :

A= (a+b+c)?—4dc(a+b)
= a® + b* + % + 2ab + 2ac + 2bc — 4ac — 4be
=a® +b* + ¢ + 2ab — 2ac — 2bc
=(a+b—c)
Donc I'équation (E) admet deux solutions sont :
. (a+b+c)42r(a+b—c) Cuth
(a+b+c)—(a+b—c)

Z9 = =C

2

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (E) est : Sp = {a + b, c}
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@ On suppose dans cette question que 1 a =i, b=¢€'s etc=a —b
Ecrire les deux solutions de I'équation (E) sous forme exponentielle. (0.5pt)
On utilise la méthode suivante : dans une somme ou une différence de deux complexes de module

z b

; . Sxty . - ,
1, e 4+ €, on met en facteur e’ = puis on utilise les formules d'Euler.

] ; ity TT—Y Y=z _ ]
e e =¢"2 (7 +ez ) =2cos(5Y) e
On a: i iy Tty 1=y ju=z L. z—y j &ty ou xZ, y S [07 27T[
et —e¥=¢"2 (72 —e'2 :2zsm(7)e 2
Donc :

™ . ™ ™ i( 3z . - i( Ll
Or : cos (E) > ( et sin (E) > 0, alors : z1.=2cos (ﬁ)e’(l?) et 2o = 2sin (5)6(12)

@ Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, v).

On consideére les trois points A(a), B(b) et C'(¢) gu'on suppose non alignes.

; - 7T . .
Soient P(p) le centre de la rotation d'angle 5 aui transforme B en A et (Q(q) le centre de la rotation

d’angle (—g) qui transforme C' en A et D(d) le milieu du segment [BC

(@) Montrer que : 2p =b+a+(a—b)iet2¢g=c+a+ (c—a)i. (1pt)
Soient R, la rotation de centre P et d'angle g et R, la rotation de centre () et d'angle _TW
Ona: -

Ri(z)=€e2(z—p)+p=i(z—p)+p
{Rﬂd=€@72—®+q=—ﬂz—®+q
Donc :

Ri(By=A<i(b—p) +p=a<sib—ip+tp=a<p(l—i)=a—ib
— b —ib) (141
@P:C;—ZZ' ‘@p:(a Z)Q( +Z)‘:*2pza+ai—ib+b
S2p=b+a+(a—0b)i

Dou: 2p=b+a+ (a—10b)i

Ry(CY=A& —i(c—q¢+q=as —ic+ig+qg=a<q(l+i)=a+ic
q:a—l—ic@q: (a+ic) (1 —1) S 2=a—aiticte
1+ 2
&2q=c+a+(c—a)i

Dot: 2¢=c+a+(c—a)i
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(b) Calculer : %;i (0.5pt)

b+c
2

p—d 2p—2d bt+a+(a—0b)i—a b+ci i(c—ib)

g—d 2¢—2d c+a+(c—a)i—a c—bi  c—ib

a
= —etona:c=a—>, alors:

Puisque D est le milieu de [BC], alors : d =

D'ou : %l =1
(c) En déduire la nature du triangle PDQ. (0.5pt)
Ona:
p—d ‘ =li|=1
d
g—d Cﬁ ?) = arg (q d) [27]
PD=QD
{ (Q? ?) = arg (1) [2m]/= g [27]
i{PD:QD
(@D) L(DP)

Donc (QD) L (DP), d'ot : PDC() est un triangle rectangle et isocele en D.

Soient E le symétrique de B par rapport a P et F' le symétrique de C' par rapport a Q et K le milieu
du segment [EF]

(@) Montrer que I'affixe de I est k = a + %(c —b). (0.5pt)
Puisque P le milieu de [E'B], @ le milieu de [F'C] et K le milieu de [EF], alors :
s/ _f+c.k_e+f
P = U4 q= 5 T
Donc : )
§<2p—b—|-2q—c>
1
§@+a+m& )z—&+¢+a+&c4@i—¢)
1 .
1
=a -+ 5 C — b)
IR 1 .
D'ou : k:a+§<c—b>z
@ Montrer que les points K, P, () et D sont cocycliques. (0.5pt)

Quatre points K, P, () et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si leur affixes complexes

P — XD Z2Q — RK ,
% 2 est réel. On a :

L g z
vérifient
ZQ — <D Zp — 2K

Zp—ZDXZQ—ZK:p—qu—k:iX2q—2k
2g—%p Zp—2xk q—d p—k 2p — 2k

i c+a+i(c—a)—2a—1i(c—Db) i c—a+i(b—a)
B b+a+i(la—0b)—2a—i(c—0b) b—a+i(a—c)
i b g et )i e

—c+ib —c+ib
D'ou : les points K, P, () et D sont cocycliques.
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Exercice 3 (4 points)

Partie | : On considére dans Z x Z I'équation (E) : 47x — 43y =1

@ Vérifier que le couple (11,12) est une solution particuliére de I'équation (E). (0.25pt)
Ona:47x11—-43 x12=517—-516 =1,

Donc : le couple (11,12) est une solution particuliére de I'équation (E).

@) Résoudre dans Z x Z I'équation. 07500
Ona'{47x11—43x12:1 & 47(x—11) =43 (y — 12)

Or :47/43 (y — 12) et 47 A 43 = 1, alors d'apres le théoreme de Gauss, 47/ (y — 12), donc il existe un
entier relatif k tel que y — 12 = 47k, alors :

47 (2 — 11) =43<y—12>@{ 47(x —11) = 43 (y > 12)

y— 12 =47k
@{ A7 (x — 11) =43/ 47k
y— 12 = 47k
{.’L‘—11:43k
y — 12247k
{:1;:43k+11
y = ATk + 12

L'ensemble des solution dans Z x Z de |'équation (&) est : Sp = {(43/~c + 11,47k + 12) /k € Z}

Partie Il :  On considére dans Z x Z I'équation  (F)) : z*' = 4[43]

@ Soit & € Z une solution de I'équation (F).

(@ Montrer que z et 43 sont premier entre eux, en déduire que : z** = 1[43] (0.5pt)

e Posons : d = x A 43, alors : d/43, donc d = 1 ou d = 43.
Supposons que d = 43, alors 43/, alors x = 0[43], alors ' = 0 [43] et puisque z*! = 4 [43],
alors 4 = 0[43], absurde, donc d # 43, d'ou d = 1, alors z A 43 = 1,
D'ou : z et 43 sont premier entre eux.

e On a 43 est un nombre premier qui ne divise pas x. D'aprés le théoreme de Fermat,
B =1[43] & 2% =1[43)]

Dot : 2% =1 [43]

(b) Montrer que : 4z = 1[43], en déduire que : = = 11 [43] (0.5pt)
e Ona:
ot = 4[43] o x =4 x x[43] 1% = 42 [43] _
{ 12 = 1[43] T 2 =1 43] | 2= [43] = dv=1143)

{4m£1[43] :>{11><4:p511><1[43] :3{4493 11 [43] S or=1143]

44 x x =1 x x[43] d4r = x [43]
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@ Donner I'ensemble des solutions dans Z de I'équation (F). (0.5pt)

e Six* =4[43], alors v = 11 [43] <d’aprés la question Il)l)b)>

e Siz=11[43], alors 2! = 111! [43].
Puisque 43 est premier et que 43 A 11 = 1, alors d'apres le théoréme de Fermat, 11%% = 1[43],
Donc, on a :
o 11 x 11" =1[43] = 44 x 11" =4[43
143 1 41 43 = 11" =4[43] = 2*' = 4[43]
o 44=1[43] = 44 x 11" = 11" [43]

Finalement : 24 =4[43] & 2z =11[43].

D'ou I'ensemble des solution dans Z de I'équation (F') est : Sp = {43k: +11/k € Z}

41—
Partie I1l : On considére dans Z x Z le systéme a deux équations suivant «(S) : { i47 _ 41%4[2}7]
@ Soit  une solution du systeme (5).
: . N r = 1143]
(@) Montrer que = est solution du systeme (S") : { 2 =107 (0.5pt)

e On a z est solution de (S), alors 24! = 4[43], alors = = 11[43].(d'aprés la question II)1)b)>

e On a x est solution de (S), alors 2*" = 10 [47],-alors z A 47 = 1, et puisque 47 est premier,
alors d'apres le théoréeme de Fermat,

g H= 147 < 20 =147 = 2V = 2 [47) = » = 10 [47]

x = 11[43]
z=10[47] -

(b) En déduire que : = 527[2021] (On pourra utiliser la partie 1) (0.5pt)

Ona:
x = 11[43] ) o | x—11=43k
(S);‘{ w=10u7 & Ok €29, {x—10:47k:’

= 47K — 43k = (z — 10) — (z — 11)

= 47K — 43k =1
D’aprés la question 1)2), on a : k' = 47k"” + 12, avec k" dans Z, alors x — 11 = 43(47k" + 12)
Donc : x = 2021k" + 527, d'ou : = = 527 [2021]

Finalement : { D'ou :  est solution du systeme (.S”)

@ Donner I'ensemble des solutions dans Z du systéeme (.5). (0.5pt)
. [ & =527 [43] B . 527 = 11 [43]
e Si z = 527[2021], alors : { T = 527 [47] (car 2021 = 43 x 47), et puisque { 527 = 10 [47)
[ x=11[43] _— . ,
Alors : { v =10[47] d’ol z solution de (5").
. Si{ r = 11[43] alors_{ Pl=1ts) 114 = 4 43] (Q-")2))
z = 10 [47] 2 = 10" [47] ) 10 = 10 47] (Fermat. Q.Ill)l)a))

[ a*t =443 s .
Alors : { 247 = 10[47] d'ol z solution de ()

Finalement (S) < (9) & o = 527[2021]
D'ou I'ensemble des solution dans Z du systeme (S) est : Sg = {2021k +527/k € Z}
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