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Exercice 1 (2 points)

@ (@) Résoudre dans R I'équation : e** —4e” +3 = 0 (0.5pt)

e — 4 +3 =02 —4e"+4-1=0
(e —-2°-1=0
(e —2-1)(e"—2+1)=0
S (e =3)(e"—1)=0
et —3=0 ou e—1=0
Se=3 ou e =1
< r=In3 ou x=Inl=0

D’ol I'ensemble des solutions de cette équation est :  S; = {O; In 3}
(b) Résoudre dans R I'inéquation : €2* — 4e” +3 <0 (0.5pt)
Le signe de e2* — 4¢e” + 3 est le méme que le signe de 22 — 4z + 3, alors on a :
x —00 0 In3 +00
e2® — 4e* + 3 + 0 — 0 +

Donc : €** —4e* +3 <0< z € [0;In 3]

D’ou I'ensemble des solutions de cette inéquations est : Sy = [O; In 3}
A& Wde® + 3
@ Calculer il_)l’% W (05pt)
Ona:e®—1= (%)’ —1=(e"+1)(e® — 1) et €2 — 4e® + 3 = (e* — 3) (e* — 1), donc :
2x 4e* B __ T _ 1
lim € 6+3:im(e 3) (e )
z—0 e2r — ] z—0 (ex + 1) (ex — 1)
e*—3
= lim
z—0 e% 4+ 1
1-3
C1+1
=2
2
= -1
2 az
D'ou : lim ¢ & ape =-1
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@ Montrer que I'équation €** + e® + 4z = (0 admet une solution dans l'intervalle [—1, 0] (0.5pt)
On considére la fonction h définie sur R par : h(x) = €** + e® + 4x.

La fonction h est continue sur R, car somme, composée de fonctions continues sur R.

1 1 1 —4
h(_l):_2+__4:—+62 €~ —0.96 < 0
Comme : e ¢ ¢ , alorsh(—1)xh(0)<0
h(0)=1+14+0=2>0

D'ou d’aprés le théoréeme des valeurs intermédiaires, la fonction 2 admet une solution dans [—1, 0]

Exercice 2 (4 points)

-
. 1 n
Soit (u,) la suite numérique définie par : uy = 5 et Upi1 = 3 u2 pour tout n de N
@ Calculer u, (0.25pt)
1 1 1
_ 4w 2 __2 _2_1
T o, I-3-1 2 4
Yo 3_9x-
2
1 A 1
Dou: wu = 1
2 1
@ Montrer par récurrence que pour tout n de N, 0 < u,, < 3 (0.5pt)

1
° PournzO,onauozi,anrs:0<u0§§

1 1
e Soit n de N, supposons que 0 < u,, < 3 et montrons que 0 < u, 1 < 7

On sait (par hypothése de récurrence) :

1
0<un§§<:>—1<—2un§0

&2<3-2u,<3

<:>1< 1 <1
3 3-2u, ~ 2

<:>O><1<u>< 1 <l><l
3 "3 —2u, — 2 2

e0< <1<1
3—2u, — 4 2

1
D’apres le principe du raisonnement par récurrence, VneN, 0<u, < 3

- 1
@ (a) Montrer que pour tout n de N, ] < 5 (0.5pt)
Uy,
Pour tout n de N, on a :
Unp,
Unt1 _ 3—2u, _ _ Un xi: 1
U, U, 3—2u, u, 3—2u,
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D'aprés la question (2), on a :

1
O<un§5@—1<—2un§0<:>2<3—2un§3

- 1 - 1 < 1
3 3—2u, ~ 2
1 Un41 1
= - < < —
3 U, 2
v~ un+1 1
D'ou : (VneN); < —
U, 2
(b) En déduire la monotonie de la suite (u,,) (0.5pt)

un+1

s : L 1
D’apres la question précédente, pour tout n de N, 0 < < 3 < 1, alors u,+1 < u,

Unp,

Dot : la suite (u,,) est décroissante.

1 n+1
@ (@) Montrer que pour tout nde N, 0 < u,, < <§> ; puis calculer la limite de la suite (u,,) (0.75pt)

1 1\ 1) 0+
oPourn:O,onau0:§et(§> :§,a|ors:0<u0§(§)

1 n+1 1 n+2
e Soit n de N, supposons que 0 < u,, < (5 et montrons que 0 < u,4+1 < (5)

On sait (par hypothése de récurrence et la question 3)a)) :

1 n+1
0< U, S (_ 1
2 =0< Un+1 S §un

u
0 < n+1§_
U, 2

:>0<un+1§

1
2
1 n+2
=0< Un41 S (5)

1 n+1
D’apres le principe du raisonnement par récurrence, VneN, 0<uwu, < (5)

1 n+1 1 1 n+1
Comme:VneN, 0<u,< <§> , et puisque : 0 < 5 < 1, alors : lim (—) =0,

n—-+o0o
D'ou : lim w, =0
n—-+oo
(b) On pose v, = In (3 — 2u,) pour tout n de N, calculer lim v, (0.5pt)
Ona: lim wu,=0,alors: lim 3—2u, =3
n—-+0o n—-+0o

Puisque la fonction In est continue sur |0; +00| et que 3 €]0; o0, alors :

lim v, = lim In(3 — 2u,) zln( lim 3—2un) =1In3

n—-4o0o n—+4o0o n—-+4o0o

D'ou : lim v, =1In3
n—-+o0o
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i 1
@ @ Vérifier que pour tout n de N, —1=3 (— — 1) (0.5pt)
Un+1 U,
1 _1:3—2un_1: 3 —2u, — u, _ 3 — 3u, :3(1—un> :3(i_1)
Un+1 Unp, Un, Unp, Unp, Un,
1 AY 1
D'ou : (VnEN); —1:3(——1)
Un+1 Unp,
(b) En déduire u,, en fonction de n pour tout n de N (0.5pt)
1 1
Pour tout n de N, on a : —1:3(——1) et — —1+#0,
Un+1 Unp, Un,
Donc (par le produit télescopique) :
(1 1
—£1=3 (— - 1)
1 Uo
1 1
;/: 3 = =1
2 1
® :
1 1
n—1 n—2
1
— — = -
\ Un, n—1
Donc :
1 1 1
——1=3"1—=-1|=3"2-1)=3" —=3"+1&u, =
Unp, Ug Unp, 3” + 1
D’ou Vn eN L
ou : n ;o Upy =
’ 3n+1
| Exercice 3 (5 points)
@ Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes, I'équation : 22 —v/3z+1=0  (0.75pt)
Le discriminant A de I’équation est :
A=+3 —dx1=3-4=-1=4¢
Donc I'équation admet deux solutions sont :
V3+i V3 —i
21 = ;A2 =
2 2
3—1 V3+1i
D’ou I’ensemble des solutions de équation est : S = {\/_2 Z; \/_;_ Z}
s 3
@ Soient les nombres complexes a = e's et b = 3 + Z\/T_
(a) Ecrire a sous forme algébrique. (0.25pt)
s
i — 3 1
a=e6 = cos (%) + ¢sin <%> = \/7_ + 52
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(b) Vérifier que ab = /3 (0.5pt)

_ V3 1.\ (3 V3 33 8. 8. V3 3V3+v3 43
abz(———z) <_—H_):T+§\Z_§<+T: = =V3

2 2 2 2 4

Dou: ab=+/3
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,v), on considére les
points A, B et C' d’affixes respectives a,b et a.

@ Montrer que le point B est I'image du point A par une homothétie h de centre O dont on déter-

minera le rapport. (0.5pt)
On a |a| = ’ei%‘ = 1 et d’apres la question précédente, on a :
ab = /3 < @ab = V/3a
& |al’b = V3a
e b=3a
& OB =304

D'out : le point B est I'image du point A par ’homothétie & de centre O et de rapport v/3

@ Soient z l'affixe d’'un point M du plan et 2z’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de

centre A et d’angle g

(a) Ecrire 2’ en fonction de z et a. (0.5pt)

R(M)=M & zpp — 24 = €2 (231 — 25)
&2 —a=i(z—a)
&2 =i(z—a)+a
Dou: 2 =i(z—a)+a
@ Soit d I'affixe du point D image de C' par la rotation R, montrer que d = a + 1 (0.25pt)
R(C)=D<&d=i(a—a)+a
& d=i(—2ilma) +a
1
@d:—ix2ix§+a
Sd=14a
Dou: d=a+1
@ Soit I le point d’affixe le nombre 1, montrer que ADIO est un losange. (0.5pt)

d—1=a ID=0A & ADIO est un parallélogramme (1)
OA = |a| = !ei%‘ =

= 0A=0I (2)
OI = |z| = 1] = 1

De (1) et (2) on en déduit que : ADIO est un losange
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Puisque lim zlnz =0 et lim 2z = 0, alors :
z—0F z—07F

lim f(z) = lim 2xlnz — 2z = lim 2(xlnz —2)=2(0—0) =0= f(0)

z—0t z—0t z—0t

D’ou : la fonction f est continue a droite au point 0.

3—1
@ @ Vérifier que d — b = \/—2 (1 —4); en déduire un argument du nombre d — b (0.75pt)
V3 1 3 V3
_bh=1 S A T S A
d—>b +a-2b + 5 + E=5='5
2+v3-3 V3-1,
— = i
2 2
V3-1 V3-1.
= — i
2 2
3—1
-1y
Dott: d—b= \/3_1(1—2)
2
V3 -1 1 1
—ph= 1—3 = ( _ 1) -z
db2(z)<:>db\/§ 22z)
d-b=(V3-1)e
Puisque v/3 — 1 > 0, alors : arg(d —b) = —Z [27]
@ Ecrire le nombre 1 — b sous forme trigonométrique. (0.5pt)
1 4 4
1—b:1—§—2£:———2£:COS il + i sin o
2 2 2 3
Dou: 1—b=cos am + i sin am
3 3
(¢) Déduire une mesure de I'angle (E_[), Eﬁ) (0.5pt)
S d—>b 4
(E_[), Eﬁ) = arg (ﬁ) [27] = arg (d — b) —arg (1 —b) [27] = —% — ?ﬂ [27]
3 16 19 )
= N il [27] = T [27] = o [27]
12 12 12 12
T )
D’ou <§_1>, Eﬁ) = 1—7T [27]
| Exercice 4 (9 points)
Soit la fonction f définie sur [0, +o00| par : f(0) =0 et f(x)=2xlnz—2x si >0
et (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,;,;) (unité : 1cm>
@ Montrer que f est continue a droite au point 0. (0.5pt)
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@ (@) Calculer lim f(z) (0.5pt)

r—r—+00

x1—1>I—Poo f(x)= $l_1)1g100 (2xInz —2x) = xl_l)I_Eloo 2z (Inx — 1)

Comme lim 2z =+4+ooet lim (Inz —1)= +oo,alors: lim 2z (Inzx —1) =400

T—>+00 T—>+00 T—+00
Dou: lim f(x)=+4o0
T—+00
o flx) . ) L )
@ Calculer hr}rq 2 puis interpréter géométriquement le résultat. (0.5pt)
T—r+00 €T
2xlnz — 2
hmt”@::mn(}LEL_E)Zlmlmmx_n:+a>
T—r—+00 e r—r—+00 €T r—r—+00
f(z)

Donc : lim = 400

T—r—+00 €T

D’ou : (Cf) admet une branche parabolique de direction 'axe des ordonnées au voisinage de +oo

@ @ Calculer lim+ f(z) et interpréter géométriquement le résultat. (0.75pt)
z—0 T
2xIlnx — 2
i 5 — i (2220 i 2 (e - 1) = o0
z—=0t X z—07F 75 z—0t
Donc :  lim /(@) = —
z—0t T
Ona: lim _f(x) = —00 < lim —f(:v)—() = —00 < lim (z) = F(0) = —00
=0+t T e—0+ x—0 z—0+ z—0

D’ou : la fonction f n’est pas dérivable a droite au point 0

(b) Calculer f'(z) pour tout x de ]0, +ool. (0.5pt)
La f est dérivable sur |0, +oo[ comme somme et produit des fonctions dérivables sur |0, +o0]

donc pour tout = de |0, +oc[, on a :
f'(z) = (22)' Inz + 2z (Inz)’ — (22)'
=2lnx + 2_x —2
z
=2lnzx

D’ou : (‘v@ €]0, +oo[); f'(x) =2Inx

(¢) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0, +oof (0.5pt)
e Siz €]0,1], alors Inz < 0, alors f/(z) <0, d’ou f est décroissante sur ]0, 1]
e Siz € [l,+o00], alors Inz > 0, alors f/(x) > 0, d’ou f est croissante sur [1, +o00[

T 0 1 +00

0 +00
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@ (@) Résoudre dans l'intervalle |0, +oof les équations f(z) =0 et f(z) ==

e
@ @ En utilisant une intégration par parties, montrer que / rInxdr =
1

Soient S; et Sy les ensembles des solutions d’équations respectives f(z) =0 et f(x) = x.

flz)=re2zlhhe —2x==x
<& r(2lnz—-3)=0
=0 ou 2lnz—-3=0

fx)=0&2zlnxr—22 =0
&2z (lnx—1)=0
Srx=0ou lnz—-1=0 g
Szr=0ou Inr=1 < x=0 ou lnx:§
Sz=0o0u z=¢

Puisque : 0 ¢ ]0,+o0[ et e € ]0,4o00]

Alors : 5] = {e}

er=0 ou z=e?
Puisque : 0 & 10,400 et e2 € ]0,+o0|

3

Alors : Sy = {65}

- =

(b) Construire la courbe (C) dans le repére (0,4, ) (on prend €2 ~ 4.5) (1pt)

6 %

5,,

1+ e?
4

Par la méthode d’intégration par parties, on a :

/ F1 L\ 1 © 11,1
/mln xdr = / —2?) Inzdr = |=2’lnz| — / —x?dx
2 2 1 2 x
1 1 1

e

1 1 1 1 1 €
= —®’lne— —e'lnl — [ ~zdx 2| Zg?
2 2 4

= —e
2 2 .
1
1, [1, 1 1, 1, 1
=2 |22 - x1?| =2 - = -
ok [46 1 ] 2¢ 19 7]
_262—€2+1_1+62
N 4 4

e

1 2
D’ou : /xlnxdx: Ze

1
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Pour tout z de ]0, +o0], on a :

f(z) > min f(z)

" 2€]0,400]

r—1

D’ou : (Vxe]O,—l—ooD, Inxz >

T

déterminera.

Pour tout x de [1, 00|, la fonction f est

(b) En déduire : / f(z)dx (0.5pt)
1
/f(x)dm — /Qxlnx — 2xdx
1 1
:2/xlnxdx—/2xdx
1 1
1+e? =
i
x 4 ’ 1
1 2
e o
2
C14e 282 2
2 2 2
D 1 ed=2e2 82
B 2
3
2
€ 3 _ 9
D’oul /f(x)dx = c
1
(6) (@) Déterminer le minimum de f sur ]0, +oof (0.25pt)
La fonction f est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1, +o0],
donc f admet un minimum au point 1 est f(1) = —2,
d’ott:  le minimum de f sur ]0, +oo[ est —2
—1
@ En déduire que pour tout x de |0, +oo[, Inz > ‘ (0.5pt)

@ Soit g la restriction de la fonction f a l'intervalle [1, +oo|

@ Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque ¢g~! définie sur un intervalle .J qu’on

Alors g est continue, dérivable et strictement croissante sur [1, 400.

Donc : la fonction g admet une fonction réciproque g~! définie sur un intervalle .J
Avec: J= f<[1,+oo[) = [f(l) ,ml_lgloof(x) [ = [—2,—1—00[

X

S 2rxlnxy — 22 > —2

Srlhnr—x2> -1
Saxlhne>x—1

—1
@lnzzx— <carx>0>
a5

(0.5pt)

continue, dérivable et strictement croissante.
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@ Construire dans le méme repere (O, ;,j) la courbe représentative de la fonction g~ (0.75pt)

£y

On considere la fonction h définie sur R par :

@ Etudier la continuité de h au point 0.

Ona:h(0)=0*+3x0=0et lim zlnz =0, alors :

z—0t

lim A(x) = lim 2zlnx — 2 =2x0—-2x0=0=h(0)

z—0t z—0+t

D’ou :

@ Etudier la dérivabilité de la fonction h & gauche au point 0 puis interpréter géométriquement

le résultat.

L (@) = h(0)

0~ x—0

Donc :

D’ou :

@ La fonction h est-elle dérivable au point 0?7 justifier.

lim M = lim

z—0t xz—0 z—0+

Donc h n’est pas dérivable a droite au point 0

D’ou: h n’est pas dérivable au point 0

la fonction h est continue au point 0

= lim
rz—0~ xr rz—0~

h est dérivable a gauche au point 0 et on a h," (0) = 3

la courbe de h admet une demi-tangente a gauche au point 0 d’équation y = 3x

20lnx — 2x

h(z)=2*+3z ; z<0

h(z)=2zxlnzx—2z ; x>0

(0.5pt)

(0.5pt)

23 + 3z

= lim 22 +3=3

(0.25pt)

= lim 2lnx — 2= -
T z—01
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